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КІРІСПЕ 

  

Зерттелетін ғылыми мәселенің қазіргі жағдайын бағалау.  

Соңғы кезде магниттік ортадағы бейсызықты құбылыстарды теориялық 

және тәжірибелік тұрғыдан зерттеуге ғалымдардың қызығушылығы артты. Бұл 

қызығушылық негізінен магниттік кристалдардың магнетиктеріндегі 

бейсызықты қасиеттері көптеген салаларда кеңінен қолданылуына байланысты. 

Мысалы, қазіргі компьютерлердің кейбір компоненттерінің жылдамдығы 

цилиндрлік магниттік домендердің динамикасына байланысты, олар негізінен 

ферромагнитті материалдардың бейсызықты құрылымдары болып табылады. 

Сонымен қатар, магниттік кристалдардың бейсызықты қозуы да болуы мүмкін 

[1]. 

Магнетиктердегі солитондардың, яғни магниттік солитондардың маңызды 

мысалы магниттелу бағыттары әр түрлі біркелкі магниттелген домендерді 

бөлетін домен қабырғасы болып табылады. Қазіргі компьютерлерде ақпаратты 

жіберу және жазу үшін қолданылатын цилиндрлік магниттік домендер [2] 

ерекше қызығушылық тудырады. 

Бейсызықты құбылыстарды өзара әрекеттесуші спиндер – магнондар 

жүйелерінің элементар қозуларының өзара әрекеті тұрғысынан сипаттауға 

болады [3]. Магнондық әсерлесу процестері магниттің сыртқы өрісіне 

реакциясын қалыптастыруда маңызды рөл атқарып қана қоймай, магниттік 

жүйелердің кинетикалық және релаксациялық қасиеттеріне де айтарлықтай әсер 

етеді [4, 5]. Магнетиктердегі бейсызықты құбылыстарды теориялық сипаттауда 

соңғы уақытқа дейін әлсіз бейсызықты ұғымы [6, 7] қолданылды, бұл 

магнондардың әрекеттесу энергиясы «еркін» магнонның энергиясымен 

салыстырғанда аз екенін білдіреді. Алайда, магнетиктер жағдайында керісінше 

болуы мүмкін, яғни, еркін магнондардың өзара әрекеттесу энергиясы «еркін» 

магнонның энергиясымен салыстырылатын болса. Мұндай жағдайларда әлсіз 

бейсызықты сипаттама ұғымдарын қолдану енді зерттелетін әсерге сәйкес 

келмейді және магнетиктердегі күшті бейсызықты құбылыстарды сипаттаудың 

жаңа тұжырымдамасын және әдістерін енгізу қажет. 

Соңғы отызжылдықта ферромагнетиктердегі спиндік толқындардың 

бейсызықты қасиеттерін белсенді зерттеу басталды [8-10]. Басқа бейсызықты 

толқындық процестерді теориялық тұрғыдан зерттеуде маңызды рөл атқарған 

іргелі ғылымдардың бір бағыты – солитондар теориясы болып табылады. 

Магнетиктердегі солитондар кеңістікте локализацияланған магниттік момент 

толқындары болып табылады және теориялық тұрғыдан белгілі бір шекаралық 

шарттарды қанағаттандыратын Ландау-Лифшиц, Гейзенберг, бейсызықты 

Шредингер теңдеулерінің нақты шешімдері ретінде қарастырылады. Қазіргі 

кезде солитондар теориясы қазіргі физиканың қарқынды дамып келе жатқан 

бағыттарының бірі болып табылады. Бұл зерттеулер маңызды қолданбалы 

қызығушылық ие, мысалы, телекоммуникациялық жүйелерде, лазерлік 

жүйелерде, бейсызықты тарату желілерінде, оптикалық ауыстырып-

қосқыштарда және байланыс желілерінде деректерді өңдеу және беру үшін 

бейсызықты құрылғыларды құруда қолдану [11-13]. 
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Зерттеу тақырыбының өзектілігі. 

Ғалымдар бейсызықты ортада, яғни т.б. орталарда спиндік толқындардың 

таралу ерекшеліктерін зерттей бастағаннан кейін, ферромагнетиктің солитонды 

модельдерінің түрлері қарқынды дами бастады. Ферромагнетиктерде сызықты 

емес солитонды модельдерді зерттеу физика мен материалтанудағы қазіргі және 

перспективті бағыт болып табылады. Зерттеудің бұл бағыты қазіргі заманғы 

технологиялар үшін жаңа магниттік құрылғылар мен материалдарды әзірлеу 

қажеттілігіне байланысты барған сайын маңызды болып келеді.  

Солитондар – магниттік жүйелердегі ерекше қасиеттері бар және магниттік 

процестерді басқару үшін пайдаланылуы мүмкін ерекше толқындық 

құрылымдар. Бейсызықты солитон модельдерін зерттеу солитондардың 

негізінде жатқан физикалық механизмдерді және олардың қоршаған ортамен 

әрекеттесуін тереңірек түсінуге мүмкіндік береді. Бұл магниттік жады 

элементтері және магниттік транзисторлар сияқты жаңа магниттік 

құрылғыларды әзірлеуге, сондай-ақ магниттік сенсорлар мен жазу 

құрылғыларының дизайнын оңтайландыруға маңызды әсер етеді. Сонымен 

ферромагнетиктерде бейсызықты солитонды модельдерді зерттеу іргелі 

ғылымды ғана емес, сонымен қатар, қазіргі заманғы магниттік технологиялар 

мен материалтануды дамытуға әсер ете алатын әлеуетті практикалық 

қолдануларға ие. 

Осы саладағы теориялық зерттеулер ферромагнетиктерде жаңа 

құбылыстар мен әсерлерді болжауға мүмкіндік береді, бұл тәжірибелік 

зерттеулер мен жаңа технологиялардың дамуын ынталандыруы мүмкін. 

Сонымен қатар, сызықты емес солитонды модельдерін зерттеу магниттік 

құбылыстар мен бейсызықты динамика туралы іргелі түсінігімізді кеңейтуге 

ықпал етеді. Бұл зерттеушілерге бүкіл бейсызықты динамиканы егжей-тегжейлі 

зерттеуге мүмкіндік беретін жалпы модельді табу туралы іргелі мәселені шешуге 

мүмкіндік береді.  

Ферромагниттік пленкалар мен олардың негізінде жасалған құрылымдар 

аса жоғары жиілікті сәулеленуде ораушы толқынды солитондарды зерттеу үшін 

қолайлы. Мұндай ортада спиндік толқындар таралуы мүмкін. Ораушы толқын 

спинінің солитонын бейсызықты Шредингер теңдеуі [14] арқылы сипаттауға 

болады. Кейбір зерттеулер солитонды процестерді дәлірек сипаттау үшін 

классикалық бейсызықты Шредингер теңдеуіне сызықты және бейсызықты өшу, 

қозу және жоғары дисперсиялық мүшелер сияқты қосымша мүшелерді қосу 

арқылы модификациялау қажет екенін көрсетеді. Демек, қазіргі уақытта 

көптеген зерттеушілер эксперименттерде байқалатын солитондық 

құбылыстарды сипаттайтын жаңа теориялық модельдерді әзірлеумен 

айналысуда. Сол себепті бұл диссертацияда келтірілген нәтижелер өзекті болып 

табылады [15]. 

Жоғарыда аталған математикалық физиканың заманауи мәселелеріне 

сүйене отырып, «Ферромагнетиктердегі сызықты емес солитонды 

модельдерді зерттеу» атты диссертациялық жұмыс бейсызықты ортада спиндік 

толқындардың таралуын сипаттайтын Гейзенбергтің ферромагнетиктер моделі 

типтi кейбiр бейсызықты модельдерді теориялық тұрғыдан зерттеуге арналған.  
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Диссертациялық жұмыстың мақсаты: Ферромагнетиктердiң 

Гейзенберг типтi кейбiр бейсызықты модельдерiн теориялық тұрғыдан зерттеу 

және спиндiк толқындардың өздiгiнен әрекеттесуiн сипаттайтын теңдеулердiң 

солитондық шешiмдерiн зерттеу. 

Жоғарыдағы айтылған мақсатқа жету үшін келесі міндеттер қойылды: 

1. Жалпыланған Гейзенбергтiң ферромагнетик теңдеуiне геометриялық 

және калибровтi эквиваленттi болатын бейсызықты эволюциялық теңдеулердi 

анықтау. 

2. Келiсiлген көздерi бар жалпыланған Гейзенбергтiң ферромагнетик 

модельдерi болып табылатын теңдеулердiң дифференциалдық геометриясын 

зерттеу. 

3. Ферромагнетиктердегi спиндiк толқындардың әрекеттесуiн сипаттайтын 

бейсызықты Шредингер теңдеуi типтi теңдеулердiң солитонды шешiмдерiн алу 

және олардың өзгеру динамикасын зерттеу. 

Зерттеу нысандары. Спиндік жүйелердің бейсызықты модельдері. 

Зерттеу пәні. Бейсызықты Шредингер теңдеуі мен Гейзенбергтің 

жалпыланған ферромагнетик теңдеуінің солитондық шешімдерін іздеу. 

Зерттеу әдісі. Бейсызықты толқындардың динамикасын сипаттайтын 

солитондық шешімдерді алу үшін Дарбу түрлендіру әдісі қолданылды, ол 

солитондар динамикасының эволюциясын зерттеу үшін белсенді түрде 

қолданылды. 

Диссертациялық жұмыстың ғылыми жаңалығы, алғаш рет: 

1. Гейзенбергтің жалпыланған ферромагнетик теңдеуі мен Кооно-Ооно 

теңдеуімен арасында геометриялық және калибровті байланыс орнатылды. 

Кооно-Ооно теңдеуінің солитонды шешімі алынды. 

2. Келісілген көздері бар Гейзенбергтiң жалпыланған ферромагнетик 

моделi мен жалпыланған комплексті қысқа импульсті теңдеуінің 

дифференциалды геометриясы зерттелінді. 

3. Ферромагнетиктердегi спиндiк толқындардың өздiгiнен әрекеттесуiн 

сипаттайтын бейсызықты Шредингер теңдеуi типтi теңдеулердiң бiр және екi 

солитонды шешiмдерi құрылды, олардың сақталу заңдары табылды. 

Қорғауға арналған негізгі тұжырымдар: 

1. Келiсiлген көздерi бар Гейзенбергтiң жалпыланған ферромагнетик 

моделiнде спиндік вектор A  және базистік вектор 
1e  тепе-тең (

1A e ) болғанда, 

комплекстi қысқа импульсты теңдеудiң жалпыланған түрiмен өзара 

геометриялық және калибровті эквиваленттi болады. 

2. Келiсiлген көздерi бар Гейзенбергтiң жалпыланған ферромагнетик 

моделiнде потенциал 0W  болса, онда ол Гейзенбергтiң жалпыланған 

ферромагнетик моделiне келеді және ол комплекстi байланысқан дисперсиясыз 

Конно-Ооно теңдеуiмен геометриялық эквиваленттi болады және оның шешімі 

солитонды шешімге сәйкес келеді. 

3. Ферромагнетиктердегі спиндік толқындарды сипаттайтын екі өлшемді 

бейсызықты Шредингер теңдеуiнің 1   «тартылыс» кезінде бір және екі 

солитонды шешімдері болады және оның екі солитонның соқтығысуы серпімді, 

яғни әсерлескеннен кейін өзінің пішінін мен жылдамдығын сақтайды. 
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Жұмыстың теориялық және практикалық маңыздылығы. 

Диссертациялық жұмыс теориялық сипатта. Алынған нәтижелерді солитондар 

теориясында, мысалы, Гейзенбергтің ферромагнетик теңдеулерінің 

динамикасын зерттеуде қолдануға болады. Сондай-ақ жұмыс нәтижелерін 

солитонды, солитон тәрізді шешімдерді алу үшін, бейсызықты ортадағы, 

оптикалық тарату желілеріндегі электромагниттік толқындар және т.б. 

жұмыстар үшін қолданылады. Диссертацияның кейбір нәтижелерін элективті 

курстарды («Солитондар теориясы», «Гидродинамикалық жүйелердің 

теориясы») оқығанда оқу үдерісінде пайдалануға болады. 

Нәтижелердің сенімділігі мен негізділігі. Ғылыми нәтижелердің 

сенімділігі импакт-факторы жоғары шетелдік журналдарда және халықаралық 

шетелдік конференциялар материалдарының жинақтарындағы жарияланған 

жұмыстарға шетелдік ғалымдардың сілтеме жасауымен расталады. 

Автордың жеке үлесі. Зерттеу барысында автор ғылыми жетекшінің 

басшылығымен барлық есептеулерді орындай отырып, жұмыстың барлық 

кезеңдеріне қатысып, табылған шешімдердің графиктерін тұрғызып, 

басылымдарды өзі дайындады. 

Диссертациялық жұмыстың аппробациясы. Диссертациялық жұмыста 

алынған нәтижелер келесі конференцияларда баяндалып, талқыланды: 

1. 22th International conference Geometry, Integrability and Quantization 

(Varna, 2019. – June 8-13).  

2. The 26th International conference on Integrable Systems and Quantum 

symmetries (Prague, 2019. – July 8 - 12). 

3. 5th International conference Modern problems of applied mathematics and 

information technology - Al-Khorezmiy (Bukhara, 2016. –November 9-10). 

4. The XII. International Symposium on Quantum Theory and Symmetries 

(QTS12) (Prague, Czech Republic, 2023.  – July 24-28). 

Сонымен қатар, алынған нәтижелер Л.Н. Гумилев атындағы Еуразия 

ұлттық университетінің Жалпы және теориялық физика кафедрасында және 

Еуразиялық халықаралық теориялық физика орталығының семинарларында 

баяндалып, талқыланды. 

Диссертация тақырыбы бойынша жарияланымдар. Диссертациялық 

жұмыстың нәтижелері бойынша қазақстандық және шетелдік журналдарда 12 

мақала жарияланды, оның ішінде Web of Science деректер және Scopus 

базаларына енгізілген импакт-факторы жоғары шетелдік журналда 2 мақала 

(Quartile Q2), IF= 1,783 және IF=3,1) және Scopus (Процентиль 56 және 73, 

физика және астрономия бағыты); ҚР ҒЖБМ Ғылым және жоғары білім 

саласындағы сапаны қамтамасыз ету комитеті ұсынған мерзімді 

басылымдарындағы 3 мақала; Web of Science, Scopus дерекқорларындағы 

индекстелген журналдардың конференция жинағындағы 7 мақала жарияланды. 

Негізгі жұмыстар: 

1. Zhassybayeva M., Bekova G., Yesmakhanova K., Myrzakulov R. Integrable 

motions of curves of the induced Fokas–Lenells equation // Optik. -2023. –Vol. 286. – 

P.170979. Impact Factor 2022 – 3.1. Q2, Процентиль 73. 

http://www.bio21.bas.bg/conference/
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2. Yesmakhanova K., Nugmanova G., Shaikhova G., Bekova G., Myrzakulov R. 

Coupled Dispersionless and Generalized Heisenberg Ferromagnet Equations with Self-

Consistent Sources: Geometry and Equivalence // International Journal Geometrical 

Methods in Modern Physics. – 2020. – Vol. 17, No 7. – P. 2050104. Impact Factor 

2019 – 1.287. Q2, Процентиль 47. 

3. Yesmahanova, K.R., Shaikhova, G.N., Bekova, G.T., Myrzakulova, Z.R. 

Determinant reprentation of dardoux transformation for the (2+1)-dimensional 

Schrodinger-Maxwell-Bloch equation //Advances in Intelligent Systems and 

Computing. – 2016. – Vol. 441. – P. 183-198.  

4. Yesmakhanova K., Shaikhova G., Bekova G. Soliton solutions of the Hirota’s 

system // AIP Conf. Proc. – 2016. – Vol. 1759. – P. 020147. Процентиль 15. 

5. Shaikhova G., Yesmakhanova K., Bekova G., Ybyraiymova S. Conservation 

laws of the Hirota-Maxwell-Bloch system and its reductions // Journal of Physics: 

Conference Series. – 2017.–Vol. 936, N1. –P. 012098. Процентиль 22. 

6. Bekova G., Shaikhova G., Yesmakhanova K. Travelling wave solutions for 

the two-dimensional Hirota system of equations // AIP Conference Proceedings. –

2018.–Vol. 1997, –P. 020039. Процентиль 15. 

7. Bekova G., Shaikhova G., Yesmakhanova K., Myrzakulov R. Conservation 

Laws for Two Dimensional Nonlinear Schrodinger Equation // AIP Conference 

Proceedings. –2019.–vol. 2159, –P.030003. Процентиль 15. 

8. Bekova G., Shaikhova G., Yesmakhanova K., Myrzakulov R. Darboux 

transformation and soliton solution for generalized Konno-Oono Equation // Journal of 

Physics: Conference Series. –2019. –vol.1416. –P. 012003. Процентиль 22. 

9. Ismailova F.Ye., Bekova G., Shaikhova G.N. Traveling wave solitions for the 

two-dimensional generalized nonlinear Schrodinger equation // Вестник КазНИТУ. – 

2019. – №4 (134). - стр. 534-540. 

10. Бекова Г.Т., Мусатай С.С., Абыканова Б.Т. Решения типа 

разрушительных волн двумерного нелинейного уравнения Шредингера // 

Вестник КазНИТУ. -2020. №2 (138). стр.-715-721. 

Н-индекс және сілтемелер. Докторант Г.Т. Бекованың Web of Science 

базасында h-index-7 (Citation 114) және Scopus базасында h-index-9 (Citation 124) 

ғылымиметриялық көрсеткіштерге ие. 

Диссертация тақырыбының ғылыми-зерттеу жұмыстарымен 

байланысы. Жұмыс келесі жобалар бойынша ғылыми-зерттеу жұмыстарының 

жоспарына сәйкес жүргізілді: 

1. «Исследование обобщенных нелинейных уравнений Шредингера и их 

интегральных редукций» (2015-2017), мемл. тіркеу № 0115РК01346. 

Келісімшарт №268, 04.02.2015 ж. Жетекшісі: К.Р. Есмаханова. 

2. «Солитондар теориясы негізінде ферромагнетиктердегі толқындық 

процестерді моделдеу» (2022-2024). АР 14972426. Жетекшісі: Г.Т. Бекова. 

Диссертациялық жұмыстың құрылымы мен көлемі. Диссертациялық 

жұмыс кіріспеден, 3 бөлімнен, қорытындыдан және пайдаланылған әдебиеттер 

тізімі 195 атаудан тұрады. Жұмыстың көлемі 101 беттен тұратын компьютерлік 

мәтіннен, оның ішінде 12 суретті қамтиды.  
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1 ГЕЙЗЕНБЕРГТІҢ ЖАЛПЫЛАНҒАН ФЕРРОМАГНЕТИК 

ТЕҢДЕУІ ЖӘНЕ КОМПЛЕКСТІ БАЙЛАНЫСҚАН ДИСПЕРСИЯЛЫ 

ЕМЕС ТЕҢДЕУ 

 

1.1 Ферромагнетиктердің бейсызықты солитондық модельдеріндегі 

негізгі теориялық зерттеулерге шолу 

Бұл диссертация магниттелу динамикасының классикалық және кванттық 

теңдеулерінің солитондарын сипаттауға арналған. Алайда, кейбір нәтижелерді 

жартылай кванттық терминдермен түсіндіру үшін, сәйкес магнетиктерді 

кванттық тұрғыдан қарастыру қажет. Сондықтан, магнетиктердің бейсызықты 

қасиеттерін классикалық және кванттық теорияның өзара әрекеттесуін 

талқылаудан бастаймыз. 

Магниттік құбылыстарды зерттеу тек танымдық тұрғыдан ғана емес, 

сонымен бірге материя құрылымының құпиясын ашуға мүмкіндік беретін 

маңызды ғылыми бағыт ретінде де қызықты. Айта кету керек, магнетизм ғылыми 

прогреске үлкен үлес қосты, яғни соңғы жылдары электроника саласында 

қолдану аясы артты. Бұл негізінен магниттік кристалдардың әр түрлі салаларда, 

әсіресе магниттердің бейсызықты қасиеттерін пайдаланатын электроника мен 

аса жоғары жиілікті техникада кеңінен қолданылуына байланысты. Мысалы, 

қазіргі компьютерлердің кейбір бөліктерінің жылдамдығы цилиндрлік магниттік 

домендердің динамикасына байланысты, олар негізінен ферромагниттік 

материалдардың бейсызықты құрылымдары болып табылады. Сондықтан осы 

тарауда біз магнетизм саласындағы негізгі теориялық зерттеулердегі соңғы 

жетістіктерін қарастырамыз. 

Осы уақытқа дейін ферромагнетиктердегі сызықты тербелістер мен 

толқындардың қасиеттерін зерттеу бойынша айтарлықтай көлемді тәжірибелік 

және теориялық жұмыстар жүргізілді [16-23]. 

Магниттік солитондарды зерттеуде алынған негізгі теориялық 

нәтижелерді қарастырайық. Изотропты квази-бірөлшемді ферромагнетик үшін 

Ландау – Лифшиц (ЛЛ) теңдеулерін интегралдауда шашыраудың кері есебі 

әдісін қолдану мүмкіндігі алғаш рет [24, 25] қолданылған. x  кезінде 

магниттелудің біртекті асимптотикасы бар модельдің барлық нақты шешімдерін 

есептеу процедурасы тұжырымдалған [26]. 

Бір осьті ферромагнетиктің бір өлшемді ЛЛ теңдеуінің Лакс жұбы 

болатыны [27-30] жұмыстарында көрсетілді және нақты шешімдерді құру үшін 

жалпы интегралдау техникасының жеңілдетілген нұсқасы, полиномды тұйықтау 

әдісі ұсынылды. Бір осьті анизотропиясы бар ферромагнетик үшін шашыраудың 

кері әдісі есебінің классикалық нұсқасы [31, 32] тұжырымдалған, бұл x  

кезінде біркелкі асимптотикасы бар барлық шешімдерді есептеуге мүмкіндік 

береді. 

Магниттердің бейсызықты динамикасының теңдеулерін тікелей 

интегралдау арқылы магниттелудің оңашаланған толқынды көптеген нақты 

шешімдері табылды [33]. Олардың кейбіреулерін магнондардың үлкен санының 

байланысқан күйі ретінде түсіндіруге болатыны көрсетілген. Мұндай зерттеулер 
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бейсызықты топтық қозулардың физикалық табиғатын түсінуде маңызды рөл 

атқарады және интегралды жүйелерді табуда нұсқаулық болып табылады. 

«Жеңіл жазықтық» анизотропиясы бар ферромагнетик үшін Ландау-

Лифшиц теңдеулерін тікелей интегралдау нәтижесінде анизотропия осі бойымен 

бағытталған тұрақты магнит өрісі болған жағдайда кеңістікте локализацияланған 

магниттелу толқындарының бірнеше түрлері болатыны анықталды. Белгілі бір 

критикалық мәннен төмен магнит өрісінде айналмалы толқындар, алгебралық 

және пульсирленген солитондар болады [34-37]. Өрістің жоғары мәні кезінде 

прецессиялық солитондар табылды [35, p. 2448]. 

Бұл жұмыстарда [38, 39] матрицалық Риман есебіне негізделген «жеңіл 

жазықтық» анизотропиясы бар ферромагнетиктің теңдеулерін интегралдау 

процедурасы ұсынылды. Математикалық қарапайым әдіс бейсызықты топтық 

қозулардың жаңа түрлерін зерттеуге мүмкіндік береді. Атап айтқанда, бұл әдіс 

анизотропия осі бойымен бағытталған сыртқы магнит өрісі болған кезде 
x  кезінде біртекті емес асимптотикалық магниттік қозуларды талдау үшін 

пайдаланылуы мүмкін. 

Екі және үш өлшемді магниттелу толқындары ерекше назар аударуды 

қажет етеді, өйткені бұл жүйелердің интегралдану қасиеті өлшемдердің үлкен 

санына өткенде жоғалады. Шашыраудың кері есебі әдісінің классикалық 

нұсқасы өлшемдердің үлкен санына өткенде тиімсіз болады, дегенмен ол бір 

өлшемді емес магниттелу толқындарының кейбір жекелеген кластарын зерттеуге 

мүмкіндік береді. Мысалы, [40, 41] жұмыстарында цилиндрлік симметриялы 

магниттік қозулар аналитикалық сипатталған, ал [42, 43] жұмыстарда екі 

өлшемді солитон тәрізді прецессиялық толқындар мен изотропты ферро- және 

антиферромагнетиктердегі магниттік дисклинациялар табылған. 

Қазіргі уақытта ақпаратты сақтау құралы ретінде жұқа ферромагниттік 

қабықшалар негізіндегі кері торларды қолдану олардың жазылу тығыздығын 

арттыру жолдарының бірі ретінде қарастырылуда [44]. Сонымен қатар, 

магниттік микро- және наноқұрылымдардың физикалық қасиеттерін зерттейтін 

электроникадағы жаңа бағыт – магнотикамен байланысты кері магниттік 

торлардағы спиндік толқындардың қозу спектрлерін зерттеудің маңызды 

аспектісін атап өткен жөн [45]. Мұндай объектілердегі бейсызықты 

құбылыстарды зерттеуге келетін болсақ, бұл бағытта жүргізілген жұмыстардың 

кейбірін ғана көрсетуге болады. Мысалы, [46-48] еңбектерінде 

магнитостатикалық толқынның үш магнонды ыдырау процесінің шегі 

зерттелген. Магнитостатикалық толқындардың үш магнондық ыдырау 

процестеріне тыйым салынған жиілік аймағында магнон кристалында ораушы 

солитондардың түзілу ерекшелігі де [49, 50] еңбектерінде зерттелді. Бұл 

жұмыстарда ферромагниттік пленкада периодтық құрылымның параметрлеріне 

тәуелді дисперсиясы бар бір ғана магнитостатикалық толқын таралады деген 

болжамға сүйене отырып, дисперсия және сызықты емес коэффициенттері 

анықталған бейсызықты Шредингер (БШ) теңдеуіне негізделген тәжірибелер 

мен сандық модельдеу нәтижелері ұсынылды. 

Магниттік реттелген кристалдардағы бейсызықты толқындар мен 

солитондардың өзгеруін, яғни қатты қоздырылатын магнит күйлерінің 
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эволюциясын қарастырайық. Ол үшін магниттік кристалдардың 

макроскопиялық сипаттамасын қолданамыз және ферромагнетиктер үшін келесі 

бөлімдерде қарастырамыз. 

 

1.2 Магниттік жүйелердің классикалық және кванттық модельдері 

Ферромагнетиктердегі динамикалық процестерді зерттеу жарты ғасырдан 

астам уақыт бұрын басталды. Домен қабырғаларының динамикасына арналған 

алғашқы жұмыстан кейін [51] магниттердегі тербелістер мен толқындардың әр 

түрлі түрлеріне бірқатар зерттеулер жүргізілді. Бұл бөлім магниттелу 

динамикасының классикалық теңдеулерінің солитондарын сипаттауға арналған. 

Дегенмен, мұндай магниттік жүйелердің кванттық талдауын жиі қолданамыз 

және кейбір нәтижелерімізді жартылай кванттық терминдермен сипаттаймыз. 

Сондықтан, магниттік солитондардың макроскопиялық теориясының 

шеңберіндегі өте қарапайым кванттық магниттік жүйелердің қасиеттерін 

қысқаша қарастырамыз. 

Магниттік реттелген магниттік кристалдарды үш негізгі топқа бөлуге 

болатыны белгілі: ферромагнетиктер, антиферромагнетиктер және 

ферримагнетиктер. Ферромагнетиктерге өтпелі металдар: темір, кобальт және 

никель; антиферромагнетиктерге өтпелі элементтердің оксидтері және олардың 

тұздары (FeO, CoO, CoF2, NiSO4 және т.б.); ферримагнетиктерге күрделі тұздар 

(MnO∙Fe2O3, 3Y2O3∙5Fe2O3 және т.б.) және басқалары сияқты өтпелі 

элементтердің қосылыстары болып табылады. 

Ферромагнетиктер - бұл Кюри температурасынан төмен температурада 

иондардың магниттік моменттері бір-біріне параллель болатын қатты денелер. 

Нәтижесінде қатты денеде үлкен спонтанды магниттік моменті бар аймақтар 

(домендер) болады. Кюри температурасынан жоғары температурада 

ферромагнетик парамагниттік қасиетке ие болады. Ферромагниттік материалдар 

магниттерге қатты әсер етіп қана қоймайды (темірдің магниттерге тартылу 

сияқты), олар өз бетімен магниттеліне алады немесе тұрақты магнитке айналуы 

мүмкін. 

Ферромагнетизмнің макроскопиялық теориясының негізгі болжамы 

магниттік кристалдың күйі магниттелу векторы М  арқылы ерекше сипатталады 

және осылайша ферромагнетиктің динамикасы мен кинетикасы оның 

магниттелуінің өзгеруімен анықталады. 

Кеңістік пен уақытқа байланысты ферромагнетиктің магниттелуі ),( tхМ  

Ландау-Лифшиц теңдеуінің шешімі болып табылады [52]  

 

  ,МММНМ
М

эфэф
dt

d
 




02

 (1.1) 

 

мұнда 0  Бор магнетоны;  

 релаксация тұрақтысы, ол М  векторының қозғалысының әлсіреуін 

анықтайды. Тиімді магнит өрісі эфН  магниттік кристалдық энергияның М  

векторына қатысты вариациялық туындысына тең  
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Магниттік кристалдың Е  энергиясы М  және оның кеңістіктік 

туындыларының функционалдығы болып табылады деп есептеледі: 

 

 ,, 3xd
x

M
MwЕ
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мұнда ki,  – координат индекстері ( 3,2,1, ki ). [53] жұмыста ферро- және 

антиферромагнетиктерге арналған функцияның әртүрлі нұсқалары егжей-

тегжейлі талқыланады. Бұл теңдеу үш өлшемді кристалдың магниттік 

энергиясын береді. Екі және бір өлшемді кристалдар үшін  

 

,2xdwaЕ    ,2 dxwaЕ   

 

яғни, екі өлшемді немесе бір өлшемді кристалдарды қарастырған кезде 

сәйкесінше xadxd 23   және dxaxd 23   алмастырулары пайдаланылады. 

(1.1) теңдеуінде const2
М  қозғалысының интегралы бар. Бұл тұжырым 

ферромагнетиктегі М  векторының ұзындығы оның тепе-теңдік сипаттамасы 

болып табылады деген болжамға сәйкес келеді. Негізгі күйде М  мәні өздігінен 

магниттелу деп аталатын ,/2 3
00 aSM   сәйкес келеді, мұнда 0  Бор 

магнетоны, S  - атомның спині, 
3a  - кристалдың бірлік ұяшық көлемі (атомдық 

көлем). 

Кванттық ферромагниттік теория қарастырылатын магниттік материалдың 

спиндік гамильтонианын тұжырымдаудан шығады. Магниттік материалдың 

кванттық моделі ретінде Гейзенбергтің алмасу гамильтоны бар 

локализацияланған электронды спиндер жүйесін қолданамыз 

 

,
2

1




mn

mnnmJН SS  

 

мұнда n  және m  - кристалдық тор түйіндерінің векторлық сандары; 

nS  - n -ші түйіннің спиндік операторы; ал  

nmJ  - алмасу интегралдары. Төменде тордағы ең жақын түйіндер 

арасындағы алмасу әрекетін ғана ескереміз. 0J  жағдайында бір-біріне 

параллель 1S  және 2S  спиндер төмен энергиялы күйді орнатады, ал 0J  

кезінде спиндердің антипараллельді бағдарлануына байланысты 

антиферромагниттік болады. Алмасу интегралдарын оң деп есептесек, 

изотропты ферромагнетик моделін аламыз.  
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1.3 Гейзенбергтің ферромагнетик моделі 

Магниттік құбылыстардың динамикасын қарастырудың жаңа тәсілі 

магниттелу векторының өзінің гироскопиялық күштері мен сыртқы өрістердің 

әсерінің қозғалысына негізделген [54]. 1935 жылы Л.Д. Ландау және 

Е.М. Лифшицтің «Phys. Zs. Sowjetunion 8, 153» журналында жарияланған 

мақаласында домен қабырғаларының резонансымен байланысты құбылыстарды 

түсіндіру үшін Ландау-Лифшиц теңдеуін ұсынды және бұл жұмыста тек 

магнетизм физикасының өз заманы үшін маңызды есептері шешіліп қана қоймай, 

сонымен қатар іс жүзінде реттелген спиндік жүйелер физикасына жаңа көзқарас 

тұжырымдалды. 

Шашыраудың кері есебі әдісі арқылы интегралданатын классикалық 

бейсызықты дифференциалдық теңдеулердің бірі – Гейзенбергтің 

ферромагнетик моделі (ГФ) болып табылады: 

 

 ,SSS
xxt

  (1.2) 

 

мұнда ),( tхS  векторы 3R  бірлік сферада жатыр, ),,,(
321

SSSS  

,12

3

2

2

2

1

2  SSSS  «» векторлық көбейтіндіні, tx,  сәйкес аргументтерге 

қатысты туындылар. Бұл модель қатты дене физикасында кездеседі және ол 

классикалық S


 спинін сипаттайды. 

Гейзенбергтің ферромагнетик теңдеуі гамильтондық түрде былай 

жазылады: 
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Гейзенбергтің ферромагнетик моделін нөлдік қисықтық шарты арқылы 

жазсақ 
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IS 2  шарттын қанағаттандыратын ізсіз эрмитті матрица, ал a  - Паули 

матрицасы. Шынында да, нөлдік қисықтық шарты  
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IS 2  шартын ескеріп, Гейзенбергтің бастапқы ферромагниттік теңдеуіне 

эквивалентті теңдеуді аламыз 

 


















2

2

,
2

1

x

S
S

it

S
 

 

немесе  
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SSiS   (1.3) 

 

Бұл теңдеу әдетте бір өлшемді изотропты Гейзенбергтің ферромагнетик моделі 

немесе изотропты Ландау-Лифшиц теңдеуі деп аталады. Гейзенбергтің 

ферромагнетик моделі бейсызықты дисперсиялық магниттік ортадағы спиндік 

толқындарының эволюциясын сипаттайды. Гейзенбергтің ферромагнетик 

моделі сипаттайтын бір өлшемді ферромагнетиктегі солитондарға көп көңіл 

бөлуі сыртқы магнит өрісі болмаған кезде теңдеудің интегралдануына 

байланысты. Егер жүйенің ерікті бастапқы қозуы шексіздікте белгілі бір 

шарттарды қанағаттандырса, (1.2) теңдеуінің шешімін кез-келген уақыт 

мезетінде табуға болатынын білдіреді. Бұл шарттар, атап айтқанда, солитондық 

шешімдерді қанағаттандырады. 

Гейзенбергтің ферромагнетик моделінің бірнеше интегралданатын және 

интегралданбайтын жалпылаған редукцияларды бар. Мысалы, Ландау-Лифшиц 

теңдеуі, Ишимори теңдеуі және т.б. Гейзенбергтің ферромагнетик моделі физика 

мен математикада кеңінен қолданылады [55]. Дегенмен, спиндік толқындардың 

әр түрлі бейсызықты режимдерінде және математика үшін Гейзенбергтің 

ферромагнетик теңдеуі кейбір кеңейтулерді қажет етеді [56]. Әдетте әдебиетте 

осы талаптарды қанағаттандыру үшін бірнеше әдістер көрсетілген. Мысалы, 

біріншісі – жоғары ретті Гейзенбергтің ферромагнетик теңдеуін алу үшін 

бірнеше жоғары ретті дисперсия мүшелерін қосу әдісі [57]. Екінші әдіс - кейбір 

көп өлшемді кеңейтілімді құру. Бұл әдістермен интегралданатын және 

интегралдамайтын бірнеше Гейзенбергтің ферромагнетик теңдеулері ұсынылды 

[58-61]. Осылайша, Гейзенбергтің ферромагнетик теңдеулерінің толық 

интегралдылығы анықталғаннан бері олардың жалпылауын құруға көптеген 

әрекеттер жасалды. Келесі бөлімде жалпыланған Гейзенбергтің ферромагнетик 

теңдеуін қарастырамыз. 

 

1.4 Гейзенбергтің жалпыланған ферромагнетик теңдеуі 

Қызықты интегралданатын спиндік модельдердің бірі – ферромагнетиктің 

бір өлшемді динамикасын сипаттайтын Гейзенбергтің жалпыланған 

ферромагнетик теңдеуі және ол келесі түрде беріледі: 
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Мұнда constk =1,=  ,  
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Шашыраудың кері есебі әдісінің көмегімен (1.4) теңдеуінің интегралдануы 

жүйенің үйлесімділік шартымен байланысты 
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1.5 Лакшманан (геометриялық) эквивалентті баламасы 
Солитондық құбылыстарды, негізінен бейсызықты эволюция теңдеулері 

тілінде түсіндірудің әртүрлі тәсілдері [62-67] еңбектерінде қарастырылды. 

Абстрактілі геометриялық кескіндердің маңыздылығы солитондар теориясында 

кеңейту құрылымдары мен псевдопотенциалдардың болу маңыздылығы 

Уолквист пен Эстрабруктың еңбектерінен туындайды. Ламб [68] неғұрлым 

қарапайым геометриялық тұрғыдан эволюциялық теңдеулері мен айналмалы 

кеңістік қисықтарының қозғалысы арасындағы тығыз байланысты көрсетті. 

Герман, керісінше, бейсызықты теориядағы Лакс теңдеулерінің қарапайым Ли 

алгебралық сипатын көрсетіп, Ли теңдеуін қатты дене динамикалық теңдеуін, 

яғни Эйлер теңдеуін жалпылау ретінде қарастыруға болатындығын көрсетті. 

Қатты денелердің айналмалы кеңістіктік қисықтар бойымен қозғалысы 

[69] жұмыста қарастырылды және қатты денелердің қозғалыс теңдеулерін 

зерттеу кезінде әртүрлі шешілетін бейсызықты теңдеулер және олармен 

байланысты псевдопотенциалдар, кеңейту құрылымдары және байланыс 

формалары табиғи түрде пайда болатыны көрсетілген. Бұл тәсіл солитон типті 

эволюция теңдеулерінің геометриялық және физикалық интерпретациясын 

қамтамасыз етеді. 

Лакшманан (геометриялық) эквиваленттілігі ұғымын алғаш Лакшманан 

енгізген. Ол бірінші болып интегралданатын және интегралдамайтын 

бейсызықты дифференциалдық теңдеулер немесе спиндік жүйе мен бейсызықты 

дифференциалдық теңдеу арасындағы байланысты орнатты. Мысалы, 

Гейзенберг ферромагнетик теңдеулері немесе изотропты Ландау-Лифшиц 
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теңдеуін бір өлшемді бейсызықты Шредингер теңдеуіне түрлендіруге 

болады [70]: 

 
2

2 0.t xxiq q q q    (1.7) 

 

мұндағы ( , )q x t  – өрістің комплексті функциясы, ,x t  - индекстері  x  және t  

бойынша дербес туындылар, i - жорамал бірлік, 1.    

Бұл теңдеу (1.7) шашыраудың кері есебі әдісі арқылы интегралданған 

алғашқы бейсызықты дербес дифференциалдық теңдеулердің бірі болып 

табылады. 

Бұл түрлендіру, атап айтқанда, қатты дененің қисық бойымен қозғалысы 

мен дифференциалдық геометрия арасындағы байланыс негізінде je  базистік 

векторларының бірімен, атап айтқанда 1eS  магниттелу векторын анықтауға 

негізделген. 

Енді 1=  жағдайы үшін Гейзенбергтің жалпыланған ферромагнетик 

теңдеуіне (1.4) Лакшмананды немесе геометриялық эквиваленті теңдеуді 

табайық. Ол үшін Гейзенбергтің жалпыланған ферромагнетик теңдеуін (1.2) 

векторлық түрде қайта жазамыз. Оның бірнеше эквивалентті векторлық (1.7)- 

(1.12) формалары бар: 
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   (1.11) 

 

в)  

 .1
11

= 22

2 xtxtt
k

kk
AAAAA   (1.12) 

 

Енді үш өлшемді евклидтік кеңістіктегі екі өлшемді тегіс бетті, 
ke бірлік 

векторларымен берілген 
3R  қисығын қарастырайық. Бұл векторлар Френе-Серре 

теңдеуіне бағынады: 
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мұнда 
21,ee  және 

3e – сәйкесінше қисыққа жанама, қисыққа нормальды және 

бинормальды бірлік векторлары; ал 

x  – қисық параметрінің доға ұзындығы. C  және G  матрицалары: 

 

 .

0

0

0

=,

00

0

00

=

12

13

23























































GC  (1.14) 

 

Оның антисимметриялық екенін және C  матрицасы   және   

коэффициенттерімен анықталады, олар сәйкесінше қисықтың қисықтығы мен 

бұралым деп аталады, j
 )3,2,1( j  - G  матрицасының компоненттері. 

Егер түзудің қисықтығы оның барлық нүктелерінде нөлге тең болса, онда 

сызық түзу болады. Нөлдік бұралым қисығы – жазық қисық болады. 

Қисықтың қисықтық   және бұралым   коэффициенттері келесі (1.15) 

формулалармен берілген: 
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Теңдеулердің үйлесімділігінің келесі шарттарынан 

 

jyxjxt ee   

 

сәйкесінше  

 

 0=],[ GCGC xt   (1.16) 

 

немесе компоненттері арқылы 
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 (1.17) 
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 (1.19) 

 

Енді келесі сәйкестендіруді жасаймыз:  
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Онда  
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мұнда  /1 - қисықтық радиусы. Қисықтың   қисықтығы мен   бұралуы 

теңдеуі 
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Енді жаңа v фунциясын енгізейік  

 

 .= 3 dtkv



  (1.28) 

 

Бұдан   және v  функциялары келесі теңдеулердің шешімі екенін тексеру 

қиын емес  

 

 ,])|[(|0.5= 21 
txtxxt

qvv   (1.29) 
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  (1.30) 

 

Әрі қарай жаңа ),( txq  функцияны енгіземіз 
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 .= iveq   (1.31) 

 

Нәтижесінде q  функциясы келесі теңдеуді қанағаттандырады  

 

 0.=])|[(|0.5 21 qqq
txxt

  (1.32) 

 

Енді осы теңдеуді келесі түрде қайта жазайық 

 

 0,=qqxt   (1.33) 

 

 0.=)|0.5(| 2

tx
q  (1.34) 

 

Яғни, (1.33)-(1.34) теңдеулер жүйесі бұл фокустаушы комплексті-

байланысқан дисперсиялы емес (КБД) жүйе [71, 72] немесе Конно-Онно теңдеуі 

деп аталады. Осылайша Гейзенбергтің жалпыланған ферромагнетик теңдеуі (1.2) 

мен КБД (1.33)-(1.34) теңдеуі геометриялық тұрғыдан бір-біріне эквивалентті 

екенін дәлелдедік. Соңында, (1.33)-(1.34)-ден мынаны аламыз 

 

 constq
t

=|| 22    (1.35) 

 

немесе ыңғайлы болуы үшін келесі түрде жазайық 

  

 1.=|| 22

t
q   (1.36) 

 

Онда  

 .||1= 2
tq   (1.37) 

Соңында, (1.33)-(1.34) теңдеуінің орнына  

 0.=||1 2 qqq
txt

  (1.38) 

 

Бір қарағанда (1.33)-(1.34) теңдеулер жүйесінде q  және   екі тәуелді 

айнымалыдан тұрады. Бірақ, (1.36) теңдеуінен бір ғана ),( txq  айнымалысына 

тәуелді екенін көреміз. 

 

1.6 Калибровті эквивалентті баламасы 
Алдыңғы бөлімде Гейзенбергтің жалпыланған ферромагнетик теңдеуі (1.2) 

мен КБД теңдеуі (1.33)-(1.34) Лакшманан немесе геометриялық тұрғыдан бір-

біріне эквивалентті екендігі дәлелденді. Енді бұл теңдеулердің бір-біріне 

калибровті эквивалентті екенін көрсетейік. Осы эквиваленттердің арасындағы 

айырмашылықты бірден атап өтейік. Калибровті эквиваленттілік тек Лакс 

ұсынысы бар бейсызықты дифференциалдық теңдеулер үшін жарамды, өйткені 

екі бейсызықты теңдеулердің Лакс ұсынысымен эквиваленттілігі тікелей 

орнатылады. Екінші жағынан, Лакшмананның эквиваленттігі интегралданатын 
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және интегралдамайтын бейсызықты дифференциалдық теңдеулер үшін де 

жұмыс істейді және оның қолданылу аясының анықтамасы бойынша спиндік 

жүйелер мен белгілі Шредингер типті бейсызықты дифференциалдық теңдеулер 

арасындағы эквивалентті орнатумен шектеледі. Дегенмен, тіпті 

интегралданатын бейсызықты дифференциалдық теңдеулер үшін де 

Лакшмананның эквиваленттілігі сәйкес бейсызықты дифференциалдық 

теңдеудің Лакс ұсынысы білуді қажет етпейді [73]. 

Калибровті түрлендіруді қарастырайық  1= g  , мұндағы kg =|=  . 

Сонда   функциясы келесі теңдеулер жүйесінің қанағаттандыратынын оңай 

көрсетуге болады: 
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  (1.41) 

 

Теңдеулерінің (1.39)-(1.40) үйлесімділік шарты КБД (1.33)-(1.34) теңдеуіне 

баламалы. Бұл Гейзенбергтің жалпыланған ферромагнетик теңдеуі (1.4) мен КБД 

(1.33)-(1.34) теңдеуі арасында калибровті эквиваленттік бар екенін білдіреді. 

Байланысты дисперсиялысыз теңдеулер (нақты және күрделі) маңызды 

жұмыстардан бастап белсенді түрде зерттеліп келе жатқан интегралданатын 

жүйелер [74, 75]. Бұл теңдеулер тәуелсіз қызығушылық тудырады және қысқа 

импульстік теңдеулерді зерттеуде маңызды рөл атқарады [76-82]. 

 

1.7 Гейзенбергтің жалпыланған ферромагнетик теңдеуіне қатысты 

интегралдық беттер 
Бұл бөлімшеде Гейзенбергтің жалпыланған ферромагнетик теңдеуі (1.4) 

мен беттердің дифференциалдық геометриясы арасындағы байланысты 

орнатамыз. Ол үшін алдымен ішкі геометрия туындайтын ең қарапайым 

объектілер болып табылатын беттер теориясынан қысқаша теориялық мәлімет 

берілген [83]. Енді үш өлшемді кеңістіктегі екі өлшемді бетті қарастырайық. Бет 

),( txrr   арқылы параметрлік түрде берілсін, мұндағы tx,  беттің 

координаталары. Енді бетке қайта оралайық. Беттің бірінші квадраттық формасы 

төмендегідей берілген 
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Бірінші квадраттық форма негізінен беттердегі шексіз кіші доғаларды 

өлшеу үшін пайдалы. Беттің екінші квадраттық формасы келесідей түрде 

анықтаймыз 
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ал беттік нормаль векторы келесідей анықталады 
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Үшінші негізгі квадраттық форманы анықтайық  

 

,2=III 222 gdtfdxdtedxd n  

мұнда 
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Негізгі квадраттық форманың геометриялық мағынасын берейік: 

– бірінші квадраттық форма - беттегі екі шексіз жақын нүктенің ара 

қашықтығының квадратын сипаттайды; 

– екінші квадраттық форма - бұл нүктелердің бірінен екінші нүктедегі 

жанама жазықтыққа дейінгі қашықтықты сипаттайды; 

– үшінші квадраттық пішін - бұл нүктелердегі жанама жазықтықтар 

арасындағы бұрыштың квадратын сипаттайды. 

Үшінші квадраттық форма беттер теориясында бірінші екеуіне қарағанда, 

көп қолданылмайды. Себебі, үшінші квадраттық форманы алгебралық түрде 

алғашқы екі квадраттық формадан есептеу арқылы алуға болады 

 
,2=III IKIIH   

 

мұнда III  – үшінші квадраттық форма; 

III ,  – сәйкесінше беттің екінші және бірінші квадраттық формалары; 

K  – беттің Гаусс қисықтығы; 

H  – беттің орташа қисықтығы. 

Қазіргі солитон геометриясында негізгі квадраттық формалардың әр түрлі 

жағдайлары қарастырылады. Біз мұнда жиі кездесетін ерекше жағдайды 

қарастырамыз. 
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1.7.1 1-жағдай: 
x

rA   

Келесі сәйкестендіруді қарастырайық  

 

 ,xrA   (1.42) 

 

мұнда ),( txr  – бетке енгізілген қисықтық радиус векторы. r  тұрғысынан 

жалпыланған Гейзенбергтің ферромагнетик теңдеуін (1.2) келесідей түрде 

түрлендірейік 
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 ).(= xtx k AAA   (1.44) 

 

немесе төмендегідей түрде жазайық 

  

 0.=txxt k rrr   (1.45) 

 

Осы теңдеудің 1k  болған жағдайы [72, p. 63] еңбегінде алынған және 

егжей-тегжейлі зерттелген. Интегралданатын жүйе ретінде (1.43)-(1.44) теңдеуі 

келесі Лакс жұбын қабылдайды 
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Лакс жұбынан  

 ,
4

],[
4

1
=

2 xxxxtxxt
r

k

i
rr

k
ir   (1.48) 

 ]).,[(=
xtxxxx

rrriktr   (1.49) 

 

Бұл (1.43)-(1.44) теңдеуінің матрицалық түрі ғана. Енді  

 

 ,cos==  kk
tx

rr   (1.50) 

 

сондықтан   - xr  және tr  векторлары арасындағы бұрышты білдіреді. Ыңғайлы 

болу үшін 1k  деп есептейміз және 1   жағдайында (1.36) формуладан 

 

 ,sin=,= i eqcos
s

 (1.51) 

 

мұнда   және   кейбір нақты функциялар. Бұл формулалардан 
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 (1.52) 

 

Осылайша, (1.39)-(1.40) үшін Лакс жұбының өрнектерін аламыз 
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e

e
V  (1.54) 

 

Біздің жағдайымыз үшін беттің бірінші және екінші квадраттық 

формалары келесі формулалармен берілген  

 

 ,cos2=I 22 dtdxdtdx    (1.55) 

 

 .)sin(sin2)tan(=II 22 dtdxdtdx
tx

   (1.56) 

 

Енді Гаусс-Вейнгартен бетінің теңдеулерін жаза аламыз 

 

 ,)tan()csc()cot(= Nrrr
xtxxxxx

   (1.57) 

 

 ,sin= Nr 
xt

  (1.58) 

 

 ,)sin()cot()csc(= Nrrr
tttxttt

    (1.59) 

 

 ,)csccsc()seccsccot(=
txxxx

rrN     (1.60) 

 

 .)csccot()cotcsc(=
ttxtt

rrN     (1.61) 

 

Бұл теңдеулердің үйлесімділік шарттары Майнарди-Кодацци теңдеуін 

береді 

 

 .
cos

=)cos(
t

x

xt 











  (1.62) 

 

Сонымен қатар, беттің Гаусс қисықтығының түрі 

 

 .
sin

sin)tan(
=



 
 txK  (1.63) 
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Эгрегий теоремасының Лиувилл-Белтрами формасынан келесі маңызды 

формула шығады және оның түрі 

 

 .0=)tan(sin txxt    (1.64) 

 

Беттің радиус векторын компоненттер арқылы жазайық  

 

 ),,(=
321

rrrr  (1.65) 

 

немесе матрицалық түрде  

 

 .=
332211

erererr   (1.66) 

 

Енді жаңа үш матрицасын келесі түрде енгіземіз  

 

 ,=,=,=
1

1

2

1

3

1   eBeNeT  (1.67) 

 

мұнда  

 .
i2

1
=

jj
e   (1.68) 

 

Бұл келесі белгілі формуладан туындайды 

 

 ,=
1=

1


 Ur

x
 (1.69) 

 

  .=
1=

1


 Vr

t
 (1.70) 

Осылайша,  

 ,==
3

1 Ter
x

   (1.71) 

 

 ,)sinsin()cossin()cos(= BNTr
t

   (1.72) 

 

мұнда x  қисықтық доғасының ұзындығының рөлін атқарады. Бұл теңдеулер 

бізге r  радиус векторының келесі теңдеуін береді: 

 

 .=
xtxxt

rrrr   (1.73) 

 

Біраз түрлендіруден кейін ол жалпыланған Гейзенбергтің ферромагнетик 

(1.45) теңдеуінің r -түріне сәйкес келеді. Онда  

 

 1== 22

xt
rr  (1.74) 

 

немесе матрицалық түрде  
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 .== 22 Irr
xt

 (1.75) 

 

1.7.2 2-жағдай: 
t

rA   

Енді сәйкестендірудің басқа түрін қарастырайық 

 

 
t

rA   (1.76) 

 

мұнда ),( txr  - бетке енгізілген қисықтың радиус векторы, ал  

t  - қисықтың доға ұзындығының параметрі. Сонда жалпыланған 

Гейзенбергтің ферромагнетик теңдеуі (1.9)-(1.10) түрі келесі түрде жазуға 

болады 

 

 ,= 21

xtxttttt
kk rrrr    (1.77)  

 

 ).(=
xttttx

k rrr   (1.78) 

 

Бұл теңдеу 
3R  кейбір интегралдық бетті анықтайды. (1.77)-(1.78) теңдеуі 

келесі Лакс жұбымен интегралданады 

 

 ,=)(0.5=
4
FUFrkiF

tx
  (1.79) 

 

 .=
2

)(

2

)(
=

4
FVFrr

k
r

k

ki
F

ttttt 






 











  (1.80) 

 

(1.79)-(1.80) теңдеулері үшін үйлесімділік шарты келесідей түрде  

 

 ,],[0.5= 21
xtxttttt rikrrkir    (1.81) 

 

 ]).,[(0.5= ttxttx rrriktr   (1.82) 

 

Бұл (1.77)-(1.78) теңдеулерінің матрицалық түрі ғана. 

Сонымен, Гейзенбергтің жалпыланған ферромагнетик моделі (1.4) мен 

КБД емес жүйесі арасында байланыс орнатылды, яғни Конно-Ооно теңдеуі және 

Гейзенбергтің жалпыланған ферромагнетик теңдеуіне геометриялық және 

калибровті эквивалентті екендігі анықталды. 

 

1.8 Индукцияланған Фокас-Ленеллс теңдеуінің қисықтарының 

интегралдық қозғалыстары 

Әртүрлі бейсызықты жүйелердің ішінде бейсызықты Шредингер типті 

теңдеу оптикалық талшықтардағы жарық импульстарының бейсызықты 

таралуын модельдеу үшін кеңінен қолданылатын интегралданатын бейсызықты 

теңдеулердің бірі болып табылады. Бейсызықты Шредингер теңдеуінің әртүрлі 
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нұсқалары бойынша көптеген зерттеулер бар. Олардың бірін Фокас және 

Ленеллс ұсынған. Алғаш рет Фокас-Ленеллс теңдеуі сызықты және бейсызықты 

жоғары ретті оптикалық әсерлер қарастырылған кезде бір режимді кварцты 

оптикалық талшық арқылы фемтосекундтық импульстердің таралуын 

сипаттайтын модель ретінде алынды. Осы уақытқа дейін зерттеулер 

бигамильтондық құрылымға, сақталу заңдарына, Лакс жұбына, солитон 

шешімдеріне, кері шашырау түрлендіруіне, Дарбу түрлендіруіне, бисызықты 

Хиротаның әдісіне және т.б. бағытталған. Бір қызығы, Фокас-Ленеллс теңдеуінің 

сызықты мен Шредингер теңдеуіннен айырмашылығы бейсызықты мүшесінің 

таңбасын өзгертпей, ашық және күңгірт солитон қабылдайды. 

Фокас-Ленеллс теңдеуінің тағы бір ерекшелігі, ол Камасса-Холм 

теңдеуінің Кортевег-де Фриз теңдеуі арасындағы байланысы сияқты,  

бейсызықты Шредингер теңдеуімен байланысы интегралдық иерархияның 

бірінші теріс ағынына сәйкес келеді. 

Бейсызықты Шредингер теңдеуі және Гейзенбергтің ферромагнетик 

теңдеуі калибровті эквивалентті екені белгілі. Бұл теңдеулер физиканың әртүрлі 

салаларында кеңінен қолданылады. Енді оптикалық талшықтардағы ультра 

қысқа бейсызықты жарық импульстерінің таралуын сипаттайтын Фокас-Ленеллс 

теңдеуін қарастырайық: 

 

 
2

2 0,xt xx x xiq iq q q q iq      (1.82) 

 

 
2

2 0,xt xx x xiq iq q q q iq      (1.83) 

 

мұндағы ( , )q x t  – өрістің комплексті функциясы, ,x t  - индекстері  x  және t  

бойынша дербес туындылар, i - жорамал бірлік. Сонымен қатар, r q , мұнда 

q  түйіндес, 1, 1     кезінде өзіндік фокустау және 1    кезінде өздігінен 

дефокустау. 

Фокас-Ленеллс теңдеуінің Лакс жұбы 

 

 3 ,x U    (1.84) 

 

 3 ,t V    (1.85) 

 

мұндағы   - спектрлік параметр, 
1 2( , )T     және 

3U  және 
3V  матрицалық 

операторлары келесідей берілген 
2

3

2

3 0 1

3

3 32

,

1
.

4

U i Q

i
V i Q V V

  

   
 



  

     
 

мұнда 
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0 3 3 1 3

0 0 1 0
, , , .

0 0 0 12
 

2

x

x

q qiqr i
Q V i V

r r
  

     
         

     
 

 

Келесі бір Гейзенбергтің жалпыланған ферромагнетик теңдеуіне тоқталайық. 

Бұл теңдеуінің матрицалық түрі келесідей болсын: 

 

 
2[ , ] ( 1) 0,

2
t xx xt xiA A A A i A


      (1.86) 

 

мұндағы A  - 
2 1A  шартын қанағаттандыратын 

1 2 3( , , )A A AA  спин 

векторының матрицалық аналогы болып табылатын спиндік матрица. ,x t  

индекстері x  және t  бойынша дербес туындылар, i  - комплексті сан, ал тік 

жақша коммутаторды білдіреді. 

Берілген теңдеудің Лакс жұбы 

 

4

4

,

,

x

t

U

V

  

  
 

 

мұндағы 
1 2( , ) ,T       - спектрлік параметр және 

4U  және 
4V  матрицалары  

 

4

4

2 2 0
0

0

2 2 0 0
0 2 2

0 0

( )
( ) ,

2

1 1 1
.

4 4 2 2 2 2

x

x t

U i A AA

V i A AA AA

 
 



  
 

    


   

     
             

    

 

 

Енді Фокас-Ленеллс және Гейзенбергтің жалпыланған ферромагнетик теңдеуіне 

(1.86) 1    байланыстыратын бірнеше маңызды формулаларды жазайық: 

 

1
0

2 ,
0

x

x

x

q
A g g

q
   

  
   
 

мұндағы ( , )g x t  - өлшемі 2 2  матрицалық функциясы және q  - q  

функциясының түйіндесі. 

 

1

22 2

0
,

0

4 ,

t x

x x

qi
A A g g

q

A q I
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мұндағы I  - бірлік матрица. Сонымен қатар, зерттелетін Гейзенбергтің 

жалпыланған ферромагнетик теңдеуіне (1.86) теңдеуін әртүрлі формада қайта 

жазуға болады. A  спиндік матрицасының компоненттері келесідей түрде болады 

 

2

3 3

2

3 3 3 3

2

3 3 3 3

( ) ( 1) 0,
2

( ) ( 1) 0,

( ) ( 1) 0,

t xx xt xx xt x

t xx xt xx xt x

t xx xt xx xt x

iA A A A A A A A A i A

iA A A A A A A A A i A

iA A A A A A A A A i A




 

 

       

     

     

      

      

      

 

 

немесе A  спин векторының компоненттері: 

 
2

1 2 3 2 3 2 3 2 3 1

2

2 3 1 3 1 3 1 3 1 2

2

3 1 2 1 2 1 2 1 2 3

( ) ( 1) 0,

( ) ( 1) 0,

( ) ( 1) 0.

t xx xx xt xt x

t xx xx xt xt x

t xx xx xt xt x

A A A A A A A A A A

A A A A A A A A A A

A A A A A A A A A A

 

 

 

      

      

      

 

 

Спин векторының бұрыштық параметрленуін қарастырайық 

 

3sin , sin , cos .i iA e A e A         

 

Содан кейін Гейзенбергтің жалпыланған ферромагнетик теңдеуі (1.86) ( , )   

параметрлері арқылы көрсетуге болады: 

 
2

2 2

sin 2 cos sin cos cos ( 1) ,

cos cos ( 1) .
sin sin

( )t xx x x xt x t x t x

xt xx
t x x t x

                

 
        

 

      

 
      

 

 

 

Келесі түрлендіру енгізейік 

 

3

.
1

A

A







 

 

Осылайша, Гейзенбергтің жалпыланған ферромагнетик теңдеуінің (1.86)  -қа 

қатысты келесі формасын аламыз: 

 
2

2

2

2 ( )
( 1) .

1 | |

x t x
t xx xt xi i

   
    




    


 

 

Спин векторының (матрицаның) келесі белгілі параметрін қарастырайық. 

Векторлық түрдегі теңдеу (1.86) келесідей көрінеді: 

 



30 

2( ) ( 1) 0,t xx xt x       A A A A A A  

 

мұндағы   - векторлық көбейтінді. 

Енді екі өлшемді Фокас-Ленеллс теңдеуінің спиндік жүйесін 

құрастырайық. Ол үшін алдымен осы жүйе үшін Лакс көрінісін құру керек. 

Екі өлшемді Фокас-Ленеллс теңдеуіне тоқталайық 

 

 2 0,xt xy x xiq iq q q qr iq      (1.87) 

 

 2 0.xt xy x xir ir r r rq ir      (1.88) 

 

Оның Лакс көрінісі келесідей болады: 

 
2

3

0 1 32

( ) ,

1
( ) ,

4

x

t y

i Q

i
W W

  


 



    

     
 

мұнда 

0 3 3 1

0 0
, , .

0 02 2

x

x

q qiqr i
Q W i W

r r
  

   
      

  
 

 

Енді екі өлшемді Гейзенбергтің жалпыланған ферромагнетик теңдеуінің 

(1.86) Лакс жұбын табуын жалғастырайық. Ол үшін келесі калибровті 

түрлендіруді жасайық: 

 

0

1 , | ,g g  



     

 

мұндағы ( , )g x t  – калибровті түрлендірудің 2 2  унитарлы матрицасы. 

х  және t  аргументтеріне қатысты   векторлық функциясының 

туындыларын табамыз: 

 

 1 1 1

0( ) ' ( ) ,x x xg g g g U U U             (1.89) 

 

 1 1 1

0( ) ' ( ) .t t tg g g g W W W             (1.90) 

 

мұнда 
2

0 0 3 0

0 1 1 32

0 0

( , ) ,

1
( , ) .

4

U x t i Q

i
W x t W W
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1

3 ,g g A   екені белгілі, мұндағы А  - спин матрицасы, ол 2 1A  шартын 

қанағаттандыратын 
1 2 3( , , )A A AA  спин векторының матрицалық аналогы 

болып табылады. 

Кейбір күрделі есептеулер мен түрлендірулерден кейін қажетті спиндік 

жүйенің шешімдері мен (1.89) және (1.90) теңдеулер жүйесі арасындағы 

байланысты келесі түрде аламыз: 

 

1 1 0
1

0

1
, ( ).

2 2
x t yg Qg AA g W g AA AA





 

    

 

Осылайша, екі өлшемді Гейзенбергтің жалпыланған ферромагнетик теңдеуінің 

жаңа Лакс ұсынысын аламыз: 

 

 ' ,x U    (1.91) 

 

 ' ,t y W     (1.92) 

мұнда 

2 2 0
0

0

2 2

0 0 0

( )
' ( ) ,

2

1 1 1 1
' .

2 2 2 2 4

x

t y

U i A AA

i
V AA AA A

 
 



 

   


   

     
          
     

0 

 

(1.91) және (1.92) айқас туынды арқылы үйлесімділік шартын аламыз 

 
' ' [ ', '] 0.t xyU U W U W     

 

Үйлесімділік шартынан келесі теңдеуді аламыз 

 

4 2

0 0

1 1
( ) [ , ] 0.

4 4
t y x xy xti A A A A A A

 
      

 

Спиндік жүйенің компоненттерде төмендегідей 

 

3 3 34 2

0 0

3 3 3 34 2

0 0

3 3 3 34 2

0 0

1 1
( ) ( ) 0,

4 4

1 1
( ) ( ) 0,

4 2

1 1
( ) ( ) 0,

4 2

t y x xy xy xt xt

t y x xy xy xt xt

t y x xy xy xt xt

i A A A A A A A A A A A

i A A A A A A A A A A A

i A A A A A A A A A A A

 

 

 

       

      

      

      

      

      

 

 



32 

Бұл теңдеуді кері қайта жазайық 

 

 
2( ) [ , ] 0,

2
t y x xy xti A A A A A A


      (1.93) 

мұнда 2

01/ 2 .   

Сонымен, екі өлшемді Гейзенбергтің жалпыланған ферромагнетик теңдеуін 

(1.93) алдық және енді қисықтардың дифференциалдық геометриясы мен Фокас-

Ленеллс спиндік жүйесі арасындағы байланысты орнатамыз. 

Ол үшін Лакшманан ұсынған геометриялық тәсілді қайта қолданайық. х  

және t  координаталары бар 3R  үш өлшемді евклид кеңістігіндегі қисық сызықты 

қарастырайық. Бұл қисық 
ke  базистік векторлары арқылы берілген және базистік 

векторлар келесі теңдеулерді қанағаттандырады: 

 

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

, ,

x t

C G

       
       

 
       
       
       

e e e e

e e e e

e e e e

 

 

мұнда 
1,e  

2e және 
3e  қисықтың жанама, бас нормальды және бинормальды бірлік 

векторлары, х  - t  уақыттағы қисық доғасының ұзындығы және 2 2 2

1 2 3 1.  e e e  

С  және G  матрицалары 

 

1 2 3 2

1 3 1

2 2 1

0 0

0 , 0 ,

0 0

k k

C k G

k

 

  

  

   
   

   
   
        

 

 

мұндағы  1,2jk j   - қисықтық және   -  бұралым. Сонымен қатар, Френе-Серре 

теңдеуін ескереміз. Қисықтың қисықтығы мен бұралымы келесі түрде беріледі: 
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үйлесімділік шартынан  
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Енді (1.84) және (1.85) теңдеулеріндегі 3U  және 3V  матрицалық операторларын 

Паули матрицалары түрінде жазайық: 
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2
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U i q r q r
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V i q r q r i i

 
   

 
       

  

     

           

 

 

Паули матрицасының 2 ( 1,2,3)j ji j  e  қисықтарының бірлік векторларымен 

байланысын пайдаланып, 3U  және 3V   матрицаларын  қайта жазамыз 
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Сонымен, С  және G  матрицалары келесідей түрде анықталады 
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 (1.94) 

 

Осылайша, С  және G  матрицасының элементтерін алдық және енді осы 

матрицаларды үйлесімділік шартына қойсақ, (1.82) және (1.83) теңдеулер 

жүйесін аламыз.  

Векторларды келесі формада анықтаймыз [84]: 

 

1 .e A  

Френе-Серре теңдеуінен 
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 (1.95) 
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Егер (1.94) және (1.95) теңдеулері (1.93) теңдеулеріне енгізілсе, онда Фокас-

Ленеллс теңдеуі және Гейзенбергтің жалпыланған ферромагнетик теңдеуі 

арасында геометриялық эквиваленттілік орнатылады. Бұл жұмыстың нәтижелері 

[85] жарияланған.  

Бірінші бөлім бойынша қорытындылайтын болсақ, Гейзенбергтің 

жалпыланған ферромагнетик моделі (1.4) мен КБД емес жүйесі арасында 

байланыс орнатылды, яғни Конно-Ооно теңдеуі және Гейзенбергтің 

жалпыланған ферромагнетик теңдеуіне геометриялық және калибровті 

эквивалентті екендігі анықталды. Және де бейсызықты Шредингер теңдеуінің 

жалпылаған түрі болып табылатын интегралданатын Фокас-Ленеллс теңдеуін 

зерттеп, оған геометриялық және калибровті эквивалентті болатын спиндік 

жүйені анықтадық. 

.  
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2 КЕЛІСІЛГЕН КӨЗДЕРІ БАР ГЕЙЗЕНБЕРГТІҢ ЖАЛПЫЛАНҒАН 

ФЕРРОМАГНЕТИК ТЕҢДЕУІ ЖӘНЕ КОМПЛЕКСТІ БАЙЛАНЫСҚАН 

ДИСПЕРСИЯЛЫ ЕМЕС ТЕҢДЕУ 

 

Интегралдық жүйелерді немесе шешімі бар бейсызықты 

дифференциалдық теңдеулерді зерттеу шашыраудың кері есебінің әдісі 

ашылғаннан бері белсенді зерттеу саласы болды. Бұл теңдеулер әмбебап болып 

табылады, өйткені олар физика мен математиканың көптеген салаларында 

кездеседі. Интегралдық жүйелер деп симметриялардың шексіз иерархиясы мен 

сақталу заңдары бар жүйелерді айтамыз. Шешімі бар бейсызықты 

дифференциалдық теңдеулер теориясында интегралданатын жүйелерді құрудың 

жүйелі әдісі маңызды мәселелердің бірі. Интегралданатын жүйелер үшін 

бірнеше параллельді құрылыс схемалары бар [86-111]. Интегралданатын 

бейсызықты дифференциялдық теңдеулерден басқа, интегралданатын дербес 

туындылы дифференциалдық теңдеулердің тағы бір маңызды класы бар: 

көбінесе «дисперсиялы емес теңдеулер» деп аталатын «гидродинамиканың 

интегралдық теңдеулері» [86, р. 1678; 87, р. 092701-5; 88, р. 12194; 89, р. 10341; 

90, р. 10]. Кейбір жағдайларда бұл теңдеулер интегралданатын солитондық 

жүйелердің дисперсиялық емес (немесе квазиклассикалық) шектері немесе 

құрылысы бойынша, мысалы, гидродинамикалық типті жүйелер болып 

табылады. Олар физика және математиканың әртүрлі мәселелерінде жиі 

кездеседі, сондықтан соңғы жылдары олар қарқынды түрде зерттелуде. Бұл 

теңдеулердің кейбірі гамильтондық мағынада интегралданады. 

Интегралданатын дисперсиялы емес теңдеулер Лакс жұптарының векторлық 

өрістері үшін коммутация шартына баламалы, сондықтан оларда өлшемдердің 

ерікті саны болуы мүмкін. Мысалы, [84, р. 372; 85, р. 198; 86, р. 1679]-да 

контактылы вектор өрістерін қамтитын изоспектрлік емес Лакс жұптарын 

пайдаланып, (3+1) өлшемдерде дисперсиялы емес жүйелерді құрудың жаңа 

жүйелі әдісі енгізілді. 

Конно-Ооно теңдеуі (2.1) синус-Гордон теңдеуіне калибровті 

эквивалентті, ал комплексті түрі, яғни жалпыланған  Конно-Ооно теңдеуі 

сәйкесінше Полмейер-Лунд-Рэгг теңдеуіне калибровті эквиваленті екендігі 

анықталды [91, р. 377; 92, р. 340; 93, р. 3536]. Бір қызығы, жалпыланған  Конно-

Ооно теңдеуі және оның редукциялары үшін басқа да геометриялық  не 

калибровті эквивалентті теңдеулер болады. Бұл эквивалентті теңдеулердің 

барлығы Гейзенбергтің ферромагнетик моделінің жалпылама түрі болып 

табылады [112-123]. 

 ],[
2

1
=

xxt
AAiA  (2.7) 

 

және бұл бөлімнің негізі тақырыбы болып табылады. 

Келісілген көздері бар интегралданатын жүйелер ғалымдардың назарын 

біршама аударуда (мысалы, [86, р. 1678; 87, р.; 88, р. 12190; 89, р. 10332] 

қараңыз). Келісілген көздері бар интегралданатын жүйелерді шашыраудың кері 
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есебі әдісімен шешуге болады, ал келісілген көздері бар кейбір интегралданатын 

жүйелердің N-солитонды шешімдері [90, р. 12; 91, р. 378; 92, р. 340; 93, р. 3536; 

94, р. 452; 95, р. 207; 96, р. 245; 97, р. 2066; 98, р. 1389] алынған. 

 

2.1 Келісілген көздері бар Гейзенбергтің жалпыланған ферромагнетик 

теңдеуі 

Бұл бөлімшеде келісілген көздері бар Гейзенбергтің жалпыланған 

ферромагнетик теңдеуінің матрицалық және векторлық формаларын, сондай-ақ 

Лакс көрінісін және оны редукциясын қарастырайық. Алдымен келісілген 

көздері бар Гейзенбергтің жалпыланған ферромагнетик теңдеуінінің 

матрицалық түрін қарастырайық 
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Ал келісілген көздері бар Гейзенбергтің жалпыланған ферромагнетик теңдеуінің 

векторлық түрі келісідей түрде беріледі: 
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немесе  
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Гейзенбергтің жалпыланған ферромагнетик теңдеуін келісілген көздері 

бар теңдеу ретінде қайта жазуға болады. W  матрицалық функциясының 

компоненттері үшін келесі түрде енгіземіз: 
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осылайша W  матрицасы түрінде беріледі  
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мұнда j  келесі теңдеулер жүйесіне бағынады 

 

 ),( 2131   AAix  (2.27) 

 ),( 2312  AAix  
 (2.28) 
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мұнда .   Осылайша, Гейзенбергтің жалпыланған ферромагнетик 

теңдеуін (келісілген көздері бар теңдеу ретінде) былай жазуға болады 
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Лакс ұсынысы 

Келісілген көздері бар Гейзенбергтің жалпыланған ферромагнетик теңдеуі 

(2.9)-(2.10) интегралданады. Оның Лакс ұсынысы  
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Редукциялары 

Егер  0W  болса, онда келісілген көздері бар Гейзенбергтің жалпыланған 

ферромагнетик теңдеуі келесі түрге жазылады:  

 

 
xtxt

AAfAiiA ],[
4

1
)(=


  (2.35) 

немесе  



39 

 ,],[
4

1
=

xtxt
AAifAiA


  (2.36) 

 ]),,[(
4

1
=

xtx
AAAtr

i
f


 (2.37) 

 

және ол Гейзенбергтің жалпыланған ферромагнетик [124-134] теңдеуі деп 

аталады. 

Сақталу заңдары 

Интегралданатын жүйе ретінде келісілген көздері бар Гейзенбергтің 

жалпыланған ферромагнетик теңдеуі үшін шексіз сақталу заңдары болады. 

Мысалы, теңдеулерден алуға болатын ең қарапайым (2.18)-(2.20) келесі нысанға 

ие 

 

     .088 22  xtx fWAA  (2.38) 

 
0W  жағдайында (2.44) теңдеуін келесі теңдеуді аламыз  

 

   08 22  xtx fA  (2.39) 

 

сондықтан 

 

    .42
txtx AAAA    (2.40) 

 

2.2 Кеңістік қисықтарының интегралданатын қозғалыстары. 

Геометриялық эквивалентті  Лакшманан теңдеуі  

Бұл бөлімшеде келісілген көздері бар Гейзенбергтің жалпыланған 

ферромагнетик теңдеуі мен кеңістік қисықтарының қозғалысы арасындағы 

байланысты орнатамыз. Оны пайдаланып, келісілген көздері бар Гейзенбергтің 

жалпыланған ферромагнетик теңдеуінің Лакшманан (геометриялық) 

эквивалентті аналогын табуға болады. Тегіс кеңістік қисықтарының тобын 
3R  

қарастырайық 

 

 ,][0,][0,:),( 3RTXtx   (2.41) 

 

мұнда x  – t  уақыттың әрбір моментіндегі қисық доғасының ұзындығы. Бұл 

жағдайда жанама бірлік векторы 
1

e , негізгі нормальды бірлік вектор 
2

e  және 

бинормальды бірлік векторы 
3

e   келесі түрде анықталады: 
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Сәйкесінше Френе-Серре теңдеуі келесідей  
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мұнда  , 
1

  және 
2

  сәйкесінше бұралым, геодезиялық қисықтық және 

нормальды қисықтық қисығы деп аталады. 

Геометриялық (Лакшманан) және калибровті эквиваленттілік стандартты 

интегралданатындар арасында болатыны белгілі. Френе-Серре теңдеуі және 

жалпы уақыт эволюциясының теңдеуі 
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Бұл теңдеулердің үйлесімділік шарты  
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  (2.46) 

 

немесе  матрица компоненттері арқылы жазсақ  

 

 ,0=21231   xt  (2.47) 

 

 0,=31122   xt  (2.48)  

 

 0.=32211   xt  (2.49) 

 

Енді келесі қадам - сәйкестіндіру 
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Сонда (2.34)-(2.35) теңдеулер  ,,,4=,, pnarq  үшін келесі теңдеулерді береді:  
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бұл комплекстi қысқа импульстi теңдеудiң жалпыланған түрi. qr =  және 

pn =  редукциялары үшін комплекстi қысқа импульстi теңдеудiң жалпыланған 

түрi (2.44)-(2.49) келесі түрге келеді: 

 

 0,=24
xxt

paqq   (2.61) 

 

 0,=])(5,0[
2

pqpqqa tx   (2.62) 

 

 0,=)( pqpq
x

  (2.63) 

 

 0,=22 qpip
x

   (2.64) 
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Осылайша, келісілген көздері бар Гейзенбергтің жалпыланған ферромагнетик 

теңдеуі (2.8)-(2.9) және комплекстi қысқа импульстi теңдеудiң жалпыланған түрi 

(2.61)-(2.64) арасындағы Лакшманнан (геометриялық) эквиваленттілігі 

дәлелденді. 

 

2.3 Калибровті эквивалентті баламасы  

Алдыңғы бөлімше келісілген көздері бар жалпыланған Гейзенбергтің 

ферромагнетик теңдеуі (2.8)-(2.9) және комплекстi қысқа импульстi теңдеудiң 

жалпыланған түрi (2.55)-(2.60) арасындағы геометриялық эквиваленттілігін 

дәлелдеді, енді бұл бөлімшеде осы теңдеулердің калибровті эквиваленттілігін 

дәлелдегіміз келеді. Мұны тексеру үшін  g=  түрлендіруін орындайық, 

мұндағы   (2.33)-(2.34) және 
=

|= g  көпмүшесінің кейбір шешімдері. Сонда 

  функция  келесі сызықты теңдеулердің жүйесіне бағынады 

 

 
6= ,x U   (2.65) 

 

 
6= .t V   (2.66) 

 

мұнда  

 

 6 3 6= , = ,
i i

U i Q V F G
  

  


 (2.67) 

 

мұнда  

 

 ,=,
)(0.5

0.5
=,

0

0
= 


































 p

p
G

apq

pqa
F

q

q
Q

t

t

  

 

Үйлесімділік шартынан 
6 6 6 6[ , ] = 0t xU V U V   келісілген көздері бар 

Гейзенбергтің жалпыланған ферромагнетик моделін (2.55)-(2.60) беретінін оңай 

тексеруге болады. 

 

2.4 Комплекстi қысқа импульстi теңдеудiң жалпыланған түрi 

Бізге ыңғайлы болу үшін мұнда комплекстi қысқа импульстi теңдеудiң 

жалпыланған түрiнің (2.55)-(2.60) негізгі формулалары жинақталған 

 

 0,=24
xxt

paqq   (2.68) 

 

 0,=24
xxt

narr   (2.69) 

 

 0,=)0.5( rpqnrqa
tx

  (2.70) 

 



43 

 0,=qnrp
x

  (2.71) 

 

 0,=22 qpip
x

   (2.72) 

 

 0.=22 rnin
x

   (2.73) 

 

Лакс ұсынысы 

Комплекстi қысқа импульстi теңдеудiң жалпыланған түрi интегралданатын 

теңдеу және оның Лакс ұсынысын келесідей түрде 

 

 
7= ,x U   (2.74) 

 

 
7= ,t V   (2.75) 

мұнда  

 

 7 3 7= , = ,
i i

U i Q V F G
  

  


 (2.76) 

 

мұндағы  

 

 .=,
0.5

0.5
=,

0

0
= 


































n

p
G

anr

pqa
F

r

q
Q

t

t

  

 

(2.74)-(2.76) теңдеулерінен келесі маңызды формуланы аламыз 

 

 
2 =np const   (2.77) 

 

немесе  

 1.=2 np  (2.78) 

 

Редукциялары 

1-жағдай: qr =  

Алдымен келесі дербес жағдайды қарастырайық 

 

 .= qr   (2.79) 

 

Сонда  

 

 0,=24
xxt

paqq   (2.80) 

 

 0,=2 qp
x

   (2.81) 
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 0,=22 qpip
x

   (2.82) 

 

мұнда  =,= pn  . Бұл да интегралданатын теңдеу және оның Лакс 

ұсынысы төмендегідей түрде анықталады:  

 

 
8= ,x U   (2.83) 

 

 
8= ,t V   (2.84) 

 

мұнда  

 

 8 3 8= , = ,
i i

U Q V F G
  

  


 (2.85) 

 

мұнда  

 

 .=,
0.5

0.5
=,

0

0
= 


































 p

p
G

apq

pqa
F

q

q
Q

t

t   

 

2-жағдай: qr =  

Бұл жағдайда  

 

 ,=,= pnqr    (2.86) 

 

Келесі теңдеулер жинағын аламыз  

 

 0,=24
xxt

paqq   (2.87) 

 

    0,=5.0
2

pqpqqa
tx   (2.88) 

 

 0,=)( pqpq
x

   (2.89) 

 

 0.=22 qpip
x

   (2.90) 

 

Комплекстi қысқа импульстi теңдеудiң жалпыланған түрiнің 

редукциялары келесі Лакс ұсынысымен интегралданады  

 

 
9= ,x U   (2.91) 

 

 
9= ,t V   (2.92) 
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мұнда  

 

 9 3 9= , = ,
i i

U Q V F G
  

  


 (2.93) 

 

мұнда  

 .=,
)(0.5

0.5
=,

0

0
= 


































 p

p
G

apq

pqa
F

q

q
Q

t

t

  

 

3 жағдай: 0=== np  

Енді келесі дербес жағдайды қарастырайық  

 

 0.=== np  (2.94) 

 

Онда  

 

 0,=4aqq
xt
  (2.95) 

  

 0,=4arr
xt
  (2.96) 

 

 0,=)0.5(
tx

rqa   (2.97) 

 

бұл шын мәнде жалпыланған Конно-Ооно теңдеуі. 

Комплекстi қысқа импульстi теңдеудiң жалпыланған түрiн келісілген 

көздері бар теңдеу ретінде қайта жазайық, онда p  n  және   функциялары үшін 

келесі көріністі қарастырамыз: 

 

 𝑝 = 2𝜓1�̅�2,    𝑛 = −2𝜎�̅�1𝜓2,    𝜂 = |𝜓1|2 + 𝜎|𝜓2|2, (2.98) 

 

мұндағы |𝜓1|2 − 𝜎|𝜓2|2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 және Ψ = (𝜓1, 𝜓2)𝑇 (2.74)-(2.75) теңдеулерін 

қанағаттандырады. Сонда комплекстi қысқа импульстi теңдеудiң жалпыланған 

түрi  

 

 𝑞𝑥𝑡 − 4𝑎𝑞 + 4(𝜓1�̅�2)𝑥 = 0, (2.99) 

 

 𝑎𝑥 − 0.5𝜎(|𝑞|2)𝑡 − 2𝜎(𝑞�̅�1𝜓2 + �̅�𝜓1�̅�2) = 0, (2.100) 

 

 𝜓1𝑥 + 𝑖𝜉𝜓1 − 𝑞𝜓2 = 0, (2.101) 

 

 𝜓2𝑥 − 𝑖𝜉𝜓2 − 𝜎�̅�𝜓1 = 0 (2.102) 

 

немесе 
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 𝑞𝑥𝑡 − 4𝑎𝑞 − 8𝑖𝜉𝜓1�̅�2 + 4𝑞(𝜎|𝜓1|2 + |𝜓2|2) = 0, (2.103) 

 

 𝑎𝑥 − 0.5𝜎(|𝑞|2)𝑡 − 2𝜎(𝑞�̅�1𝜓2 + �̅�𝜓1�̅�2) = 0, (2.104) 

 

 𝜓1𝑥 + 𝑖𝜉𝜓1 − 𝑞𝜓2 = 0, (2.105) 

 

 𝜓2𝑥 − 𝑖𝜉𝜓2 − 𝜎�̅�𝜓1 = 0.   (2.106) 

 

Бұл комплекстi қысқа импульстi теңдеудiң жалпылануының қажетті түрі, 

келісілген көздері бар теңдеу ретінде жазылған. 

 

2.5 Масштабты түрлендіру 
Келесі масштабты түрлендіруді қарастырайық  

 

 ).,0.5(),(,0.25 rqrqa    (2.107) 

 

Бұл түрлендіру кезінде комплекстi қысқа импульстi теңдеудiң жалпыланған түрi 

(2.55)-(2.60) келесі түрге келеді: 

 

 0,=4
xxt

pqq    (2.108) 

 

  0,=4
xxt

nrr    (2.109) 

 

 0,=)2()0.5( rpqnrq
tx

  (2.110)  

 

 0,=)0.5( qnrp
x

  (2.111) 

 

  0,=2 qpip
x

   (2.112) 

 

  2 = 0.xn i n r    (2.113) 

 

Егер жоғарыдағы теңдеулерге 0=== np  деп есептесек, онда (2.108)-

(2.113) теңдеулер жүйесін қайта кері жазайық 

   

 0,=qq
xt

  (2.114) 

 

 0,=rr
xt

  (2.115) 

 

 0.5( ) = 0.x trq   (2.116) 

  

Ол    rr   кезіндегі жалпыланған Конно-Ооно теңдеуінің стандартты 

түрі болып табылады.  
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2.6 Келісілген көздері бар Гейзенбергтің жалпыланған ферромагнетик 

теңдеуімен тудыратын интегралдық бет 

Бұл бөлімшеде келісілген көздері бар Гейзенбергтің жалпыланған 

ферромагнетик теңдеуімен тудыратын бетті қарастырамыз. Беттің ),( txr  радиус 

векторымен параметрленген үш өлшемді евклидтік 
3R  кеңістігіндегі бетті 

қарастырайық. Бетті тұрғызу үшін келесі сәйкестендіруді орындайық 

 

 ,
x

rA   (2.117) 

 

мұнда 1=2
xr . Осыдан кейін келісілген көздері бар Гейзенбергтің жалпыланған 

ферромагнетик теңдеуінің векторлық түрінен (2.15)-(2.16) төмендегі келесі 

теңдеуді аламыз 

 

 ,
)(

1

2

1
= Wrrrr

 


xtxxt
f  (2.118) 

 

  ,
2

1
=

xxxtxx
f rrr 


 (2.119) 

 

 ,)2(= WrW 
xx

  (2.120) 

 

мұнда ),,(=
321

rrrr . Бұл теңдеу (2.118)-(2.120) интегралданатын теңдеу және 

оның Лакс ұсынысы келесідей түрде беріледі  

 

 
10= ,x U   (2.121) 

 

 
10= ,t V   (2.122) 

мұнда  

 

10 = ( ) ,xU i r    (2.123)  

 

2

10

( ) ( )
= [ , ] .

4 ( )( )
x x xt

i i i
V fr r r W W

     


      

  
    

   
 (2.124) 

 

(2.121)-(2.122) теңдеулерінің үйлесімділік шарты келесі теңдеуді береді: 

 

 ,
)(

],[
4

1
= W

i
rrifrir

txt
 

  (2.125) 

 

   ,,
4

1
=

xxxtxx
rrrtr

i
f


 (2.126) 
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 ],,)[(= WriW
xx

   (2.127) 

 

мұнда 

 

 .=1,=,=,=
21

2

3

2

2

2

1

2

3

3
irrrrrrIr

rr

rr
r

xxxx


















 (2.128) 

 

Біздің жағдайда беттің бірінші фундаменталды формасы келесі түрде 

жазайық   

 

 ,)2(= 222 dtdxdtdxI ttx rrr   (2.129) 

 

мұнда  

                                           1,=2

x
r         (2.130)  

 

  ,
)(

1
= Wrrr 




xtx
f


                        (2.131)  

 

 .
)(

)(

4

||

)(

)(2

)(

1
=

22

2

22

22

 















WrrrrWr
r xtxxtxx

t

f
f  (2.132) 

 

Соңында (2.128)-(2.130) теңдеуін келесі түрде қайта жазайық 

 

 ,
2

2= Wrrrr 



xxtxt


  (2.133) 

 

 = 2( )x x  W r W  (2.134) 

 

немесе  

 

 ,
)(

1
2=

2 xxtxt
Wrrr





  (2.135) 

 

 .)2(= WrW 
xx

  (2.136) 

 

Жоғарыда алынған нәтижелер беттің ),( txr  радиус векторымен 

параметрленген үш өлшемді евклидтік 
3R  кеңістігіндегі бетті анықтау үшін 

жеткілікті. Бұл бет интегралданады, өйткені оның теңдеуі (2.118)-(2.120), r  үшін 

теңдеуі Лакс ұсынысын қабылдайды. Осылайша, кейбір интегралданатын бетті 
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тудырады. Соңында (2.118)-(2.120) теңдеуінің қысқаша түрін ұсынамыз. Егер 

0W  болса, келесі теңдеуді аламыз 

 

 
xtxxt

f rrrr 
2

1
=  (2.137) 

 

немесе  

 

 .2=
xtxt

rrr   (2.138) 

мұнда  

 .=
xt

f rr   (2.139) 

 

Соңында (2.128)-(2.130) теңдеуін келісілген көздері бар теңдеу ретінде 

ұсынамыз және оның түрі 

 

𝑟1𝑡 = 𝑓𝑟1𝑥 +
1

2𝛼
(𝑟2𝑥𝑟3𝑥𝑡 − 𝑟2𝑥𝑡𝑟3𝑥) +

1

𝛼(𝜔−𝛼)
(𝜙1�̅�2 + �̅�1𝜙2),       (2.140) 

 

𝑟2𝑡 = 𝑓𝑟2𝑥 +
1

2𝛼
(𝑟3𝑥𝑟1𝑥𝑡 − 𝑟3𝑥𝑡𝑟1𝑥) +

𝑖

𝛼(𝜔−𝛼)
(𝜙1�̅�2 − �̅�1𝜙2),      (2.141) 

 

𝑟3𝑡 = 𝑓𝑟3𝑥 +
1

2𝛼
(𝑟1𝑥𝑟2𝑥𝑡 − 𝑟1𝑥𝑡𝑟2𝑥) +

1

𝛼(𝜔−𝛼)
(|𝜙1|2 − |𝜙2|2),   (2.142) 

 

 𝑓𝑥 =
1

4𝑖𝛼
𝑡𝑟(𝑟𝑥[𝑟𝑥𝑡 , 𝑟𝑥𝑥]),                                 (2.143) 

 

 𝜙1𝑥 = −𝑖𝜁(𝑟3𝑥𝜙1 + 𝑟𝑥
−𝜙2),                             (2.144) 

 

 𝜙2𝑥 = −𝑖𝜁(𝑟𝑥
+𝜙1 − 𝑟3𝑥𝜙2).                                   (2.145) 

 

Бұл теңдеу  өздігінен келісілген көздері бар теңдеу ретінде жазылған.  

Сонымен қатар келісілген көздері бар Гейзенбергтің жалпыланған 

ферромагнетик теңдеуі мен комплекстi қысқа импульстi теңдеудiң жалпыланған 

түрi бір-біріне геометриялық және калибровті эквивалентті екенін көрсеттік. Бұл 

нәтижелер [124] жұмыста жарияланды. 

 

2.7 Конно-Онно теңдеуінің солитондық шешімдері 

Енді келісілген көздері 0W  болған кездегі Гейзенбергтің жалпыланған  

ферромагнетик теңдеуіне эквивалентті Конно-Ооно (KO) теңдеуін қарастырайық 

[15, с. 42]   

 

 0, qqxt   (2.146) 

 

  20,5 0.x t
q    (2.147) 
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Конно мен Ооно ұсынған. Конно-Ооно теңдеуі байланысты дисперсиялы 

емес теңдеу ретінде де белгілі. Кейінірек Конно мен Какухата осы теңдеудің 

жалпыланған түрін ұсынды 

 

 0,=qq
xt

  (2.148) 

 

 0,=rr
xt

  (2.149) 

 

 0.5( ) = 0.x trq   (2.150) 

 

Бұл теңдеулер жүйесін жалпыланған Конно-Ооно теңдеуі (ЖКО) немесе 

жалпыланған байланысқан дисперсиялы емес теңдеу деп атаймыз. Жалпыланған 

Конно-Ооно теңдеуі шашыраудың кері есебі әдісімен интегралданады және 

оның Лакс ұсынысы келесідей түрде болады 

 

 
11= ,x U   (2.151) 

 

 
11= ,t V   (2.152) 

мұнда  

 

 
11 ,

t

t

q
V i

r






 
   

 

     
11

0,5
4

,

0,5
4

i
q

U
i

r





 
 

  
  
 

     

 

(2.151)-(2.152) теңдеулерінің үйлесімділік шарты берілген 

 
 

11 11 11 11[ , ] = 0t xU V U V   

 

және осы теңдеуге Лакс жұбын қою арқылы жалпыланған Конно-Ооно теңдеуін 

алуға болады. 

Дарбу түрлендіру 

Алдымен сызықты   функцияның көмегімен түрлендіруді қарастырайық 

 

 
[1] = ,T    

Жаңа 
]1[  функция төмендегі Лакс жұбын қанағаттандырады деп 

есептейік 

 

 
[1] [1] [1]= ,x U    

 

 
[1] [1] [1]= ,t V    

мұнда 
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[1]

[1]

[1]

0,5
4

,

0,5
4

i
q

U
i

r





 
 

  
  
 

   
[1] [1]

[1]

[1] [1]
,t

t

q
V i

r






 
   

 

  

 

Сонда T  матрицасы келесі сәйкестіктерді қанағаттандыруы керек 

 

 ,]1[ TUTUTx    

 

 ,= ]1[ TVTVTt    

 

Бұнда 

 ,
1

MIT 


  

 

мұнда I  - бірлік матрица және .1 HHМ  

Енді нақты түрлендіруге кірісейік. Лакстың жұптарының ,1  шешімі 
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.
cossin

sincos1

1

















S  

 

Сонда Дарбу матрицасы төмендегі түрге ие болады 

 



52 

.

cos
11

sin
1

sin
1

cos
11

1

11

11

1





































T  

 

Төмендегі x  көмегімен 
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  функциясының туындысы анықтайық 

 

   
.sin

22

cos1cos1







iqr
x 


  

 

Сонда жоғарыдағы T  түрлендіруді пайдаланып,   және   

функцияларының t  уақыт координатасы бойынша туындыларын анықтайық 

 

,2 2 ttt qiiri   

 
    .sin2cos1cos1  iriqi ttt   

 

Сонда q , r  және   бойынша Дарбу түрлендіруі келесідей түрде 

анықталады 
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   .cos
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   (2.158) 

 

Осы Лакс жұбы көмегімен жалпыланған Конно-Ооно теңдеуінің 

солитондық шешімін табуға болады. 

Солитондық шешімдер 

Байланысқан дисперсиялы емес (2.146)-(2.147) теңдеулерінің шешімі үшін 

ескі Лакс жұптарының (2.151)-(1.152) шешімін қанағаттандырады делік. 
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Енді тривиальды шешімін 0q , 0r , 1  түрінде аламыз, Лакс 

жұбының (2.151)–(2.152) сәйкес бірлескен негізгі шешімін былай жазуға болады. 
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Онда жоғарыдағы теңдеулерді қолданып, жалпыланған Конно-Ооно 

теңдеуінің бір солитонды шешімін аламыз 
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Енді жалпыланған Конно-Ооно теңдеуінің бір солитонды шешімдерінің 

графигін құрастырып (1-сурет), уақыт бойынша өзгеру динамикасын алайық  

 

 

    
            а                                                ә                                              б 

 

а - 08,2t                         ә - 91,2t                          б - 75,3t  

 

Сурет 1 – ,131  i 11   мәндері үшін 
]1[q  функциясының уақыт бойынша 

өзгеру графигі   

 

Сонымен, бұл бөлімшеде Лакс жұбының (2.151)-(2.152) көмегімен жалпыланған 

Конно-Оно теңдеуі үшін жаңа Дарбу түрлендіруі алынды. Құрылған Дарбу 

түрлендіруінің көмегімен құрастырылды солитон тәрізді шешімдері алынды. 

Барлық алынған шешімдер үшін ғана емес, сонымен қатар екі және үш 

солитонды шешімдердің уақыт бойынша өзгеру графиктері құрылды (2, 3-

суреттер). Алынған нәтижелер 2019 жылы Прагада (Чехия) өткен «The 26th 

International conference on Integrable Systems and Quantum symmetries» атты 

конференцияда баяндалып, [125] жұмысында жарияланды. 
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а                                                       ә                                                   б 

 

а – ]2[q  функциясы                      ә – ]2[r  функциясы               б – ]2[  функциясы 
 

Сурет 2 – ,222  i 52   үшін ,]2[q  
]2[r  және ]2[  функцияларының екі 

солитонды шешімінің графигі 

 

 
а                                                ә                                              б 

 

а – ]3[q  функциясы                     ә – 
]3[r  функциясы               б – ]3[  функциясы 

 

Сурет 3 – ,3 i  13   үшін ,]3[q  
]3[r  және ]3[  функцияларының үш 

солитонды шешімдерінің графигі 

 

Сонымен келісілген көздері бар Гейзенбергтің жалпыланған 

ферромагнетик теңдеуі мен комплекстi қысқа импульстi теңдеудiң жалпыланған 

түрi бір-біріне геометриялық және калибровті эквивалентті екенін көрсеттік. Ал 

келісілген көздері 0W  болған кездегі Гейзенбергтің жалпыланған 

ферромагнетик теңдеуі мен Конно-Ооно теңдеуінің геометриялық және 

калибровті екендігі бірінші тарауда қарастырылған болатын. Бұл тарауда 

ұсынылған екі интегралдық теңдеулердің математикалық аспектілерімен 

шектелгенімен, оптикалық талшықтардағы ультра қысқа импульстердің 

динамикасын сипаттауға қабілетті модельдер ретінде бұл теңдеулер болашақта 

зерттеуді қажет ететін маңызды мәселе болып табылады.  
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3 КЕЙБІР ИНТЕГРАЛДАНАТЫН ТЕҢДЕУЛЕРДІҢ СОЛИТОНДЫҚ 

ЖӘНЕ СОЛИТОН ТӘРІЗДІ ШЕШІМДЕРІ  

 

Нақты жүйенің сызықты еместігі қазіргі ғылымда іргелі болып саналатыны 

белгілі. Бейсызықтылық - ғылымның барлық дерлік саласында көптеген 

қолданбалары бар қызықты тақырып. Әдетте бейсызықты құбылыстар 

бейсызықты қарапайым теңдеулер немесе дербес туындылы дифференциалдық 

теңдеулер арқылы модельденеді. Бейсызықты дифференциалдық теңдеулердің 

көпшілігі толығымен интегралданатын теңдеулер. Бұл интегралданатын 

бейсызықты теңдеулердің солитон, дромион, қиратушы толқын және т.б. сияқты 

қызықты нақты шешімдердің бірнеше түрлері бар екенін білдіреді. Олар 

математикалық және физикалық тұрғыдан да үлкен қызығушылық тудырады, ал 

солитондар мен басқа да байланысты заттарды зерттеу соңғы бірнеше 

онжылдықта заманауи ғылым мен техникадағы ең қызықты және өте белсенді 

зерттеу бағыттарының біріне айналды. Атап айтқанда, толық интегралданатын 

бейсызықты дифференциалдық теңдеулер жиынтығы анықталып, зерттелінді 

[126-140]. 

Осындай интегралданатын бейсызықты жүйелердің ішінде маңызды рөлді 

Хирота-Максвелл-Блох (ХМБ) теңдеуі және оның Шредингер-Максвелл-Блох 

(ШМБ) теңдеуі, Кортевег-де Фриз-Максвелл-Блох (КдФ-МБ) теңдеуі, 

бейсызықты Шредингер теңдеуі (БШ), Хирота теңдеулер жүйесі сияқты 

редукциялары атқарады.  

Бұл бөлімдегі мақсатымыз екі өлшемді ШМБ теңдеулері, бейсызықты 

Шредингер теңдеуі және Хирота жүйесі үшін Дарбу түрлендіруін құру, сонымен 

қатар олардың солитондық шешімдерін табу және сақталу заңдарын құру болып 

табылады. 

Соңғы онжылдықта әр түрлі шешімдер теориясы әр түрлі бағытта дамыды. 

Бейсызықты интегралданатын теңдеулер үшін сызықты емес шешімдердің әр 

түрлі түрлері, мысалы, позитондар, солитондар және дромиондар ұсынылған. 

Сонымен қатар, солитондық теорияның дамуымен бейсызықты эволюциялық 

теңдеулерді шешудің әртүрлі әдіс-тәсілдері дамыды, мысалы, кері шашырау 

түрлендіруі [141], бисызықты Хирота әдісі [142], Дарбу түрлендіруі және 

Бэклунд түрлендіруі [143-145], Ли тобы және басқалары  [146, 156]. Қызықты 

интегралданатын жүйенің бірі Хирота-Максвелл-Блох жүйесі [148-151]. Ол 

фемтосекундтық импульстің қоспалы талшық арқылы таралуының бейсызықты 

динамикасын сипаттайды. 

Сонымен Хирота-Максвелл-Блох жүйесіне тоқталайық, ол жоғары ретті 

эффектілермен ультра қысқа импульстардың бейсызықты эрбиум қоспалы 

талшықтарда таралуын басқарады. Мұндай жүйенің интегралды жағдайы Лакс 

жұбы арқылы анықталған . ХМБ жүйесінен комплексті Кортевег-де-Фриз-

Максвелл-Блох теңдеулері, Хирота жүйесі, Шредингер-Максвелл-Блох 

теңдеулері, бейсызықты Шредингер теңдеулері, комплексті модификацияланған 

Кортевег-де-Фриз теңдеулері сияқты редукциялары бар [152] және келесі 

бөлімшелерде осы жоғарыда аталған теңдеулер үшін Лакс жұбын қарастырамыз. 

Интегралдық жүйелер үшін шешімдердің әртүрлі түрлерін генерациялаудың 
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тиімді әдістерінің бірі болып табылатын Дарбу түрлендіруін пайдалана отырып, 

солитон шешімдерін аламыз, сонымен қатар кейбір теңдеулер үшін сақталу 

заңдарын ұсынамыз [153, 154]. 

Бір өлшемді Хирота-Максвелл-Блох жүйесі келесі түрге ие [152, р. 1360] 
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мұнда pq,  комплексті функциялар; 

,, wv  нақты функциялар; 

 ,,,
21

 нақты тұрақтылар және 1=  . «*» таңбасы комплексті 

түйіндесті білдіреді. Бұл теңдеулер жүйесі (3.1)-(3.3) және (3.4)-(3.8) келесі 

интегралданатын редукцияларды қабылдайды [152, р. 1363]: 

1: 0=,1
21
  , Шредингер-Максвелл-Блох теңдеуі. 

2: 1=,0
21
  , комплексті модификацияланған Кортевег-де-Фриз-

Максвелл-Блох теңдеуі.  

3: 0,1=
21

  p , Хирота жүйесі. 

4: 0,1
21

  p , бейсызықты Шредингер теңдеуі. 

Келесі бөлімдерде бір өлшемді, екі өлшемді Шредингер-Максвелл-Блох 

теңдеуі, бейсызықты Шредингер теңдеуі және Хирота жүйесін зерттейміз. Бұл 

теңдеулердің барлығы интегралданатын жүйе болып табылғандықтан, олардың 

Лакс ұсыныстары бар [155]. Бұл бөлімде 1  жағдайымен шектелеміз. Егер 

xy   координатарын теңестірсек, (3.4)–(3.8) теңдеулер жүйесі (1+1) өлшемді 

ХМБ жүйесін аламыз [148, р. 2942]. 

Сақталу заңдары кванттық физика, электромагнетизм, плазма физикасы, 

физикалық химия, бейсызықты оптика сияқты қолданбалы ғылымдардың 
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әртүрлі салаларында пайда болады [155, р. 126; 157-159]. Бейсызықты теңдеу 

үшін сақталу заңдарының шексіз санының болуы оның толық интегралданудың 

анықтамасы ретінде мәлімделді [160, 161]. Бейсызықты дербес 

дифференциалдық теңдеулер үшін сақталу заңдарын есептеудің әртүрлі әдістері 

[162] бар. Басым көзқарас симметриялар мен сақталу заңдары арасындағы 

байланысқа байланысты, бұл Нетер теоремасында айтылған [163-165]. 

Бұл бөлімшеде бір өлшемді Хирота-Максвелл-Блох жүйесі және оның 

редукциялары үшін шексіз көп сақталу заңдарын және оны Лакс жұбының 

Риккати формасынан символдық есептеу арқылы құрастырамыз. Бұл бөлімшеде 

қолданылған әдіс математикалық физикадағы бірнеше бейсызықты 

эволюциялық теңдеулеріне қолданылған [166-168]. Хирота-Максвелл-Блох 

жүйесі және оның редукциялары бір және екі өлшемде зерттелді [152, р. 1358; 

151, р. 012018-2; 169]. Авторлар әртүрлі шешімдерді тапты, бірақ ХМБ жүйесінің 

сақталу заңдарының шексіз жиынтығына қатысты зерттеулер егжей-тегжейлі 

ұсынылмайды. Осы себепті бір өлшемді Хирота-Максвелл-Блох және 

Шредингер-Максвелл-Блох жүйелері үшін сақталу заңдарын табамыз.  

Лакс жұбын (3.9)-(3.10) қолдана отырып, (3.1)-(3.3) теңдеуі үшін шексіз 

көптеген сақталу заңдарын алуға болады. 12/=   [67, р. 1591-13] функциясын 

енгізе отырып,  Лакс жұбынан келесі Риккати теңдеуін аламыз: 
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(3.9)-де және  -нің дәрежелері бірдей мүшелерді нөлге теңестіргенде 

келесі қатынасты аламыз: 
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мұнда 
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, gg  және 
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g   функциялары x  пен t -ға тәуелді функциялар. 

Хирота-Максвелл-Блох теңдеуінің Лакс жұбын  қолдана отырып,  
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(3.12)-(3.13) өрнектің мәндерін txxt lnln )(=)( 11   үйлесімділік шартынан 

келесі өрнек шығады 
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(3.10)-ді (3.11)-ге (3.14) ауыстырып, (3.14)-тің екі бөлігін де   -ға 

көбейткеннен кейін бірдей дәрежелі   коэффициенттерін жинап, (3.1)-(3.3) 

теңдеулері үшін шексіз көп сақталу заңдарын аламыз. 
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Мұнда 
k

  және 1,2,3,...)=(kJ k  сәйкесінше сақталған тығыздықтар мен 

сақталған ағындар келтірілген. 

Соңында, ХМБ жүйесінің редукциялары үшін сақтау заңдарын 

қарастырайық: 

1. Егер 0,=,1
21

   жағдайында ШМБ теңдеулері (3.16)-(3.17) үшін 

сақтау заңдарын аламыз:  
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Егер 1,=,0
21

   жағдайында комплексті модификацияланған КдФ-МБ 

(3.16)-(3.17) теңдеулер жүйесі үшін сақталу заңын аламыз  
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Бұл бөлімшеде Хирота-Максвелл-Блох жүйесі, Шредингер-Максвелл-

Блох жүйесі және комплексті модификацияланған Кортевег де Фриз-Максвелл-

Блох теңдеулері сияқты бейсызықты эволюциялық теңдеулер үшін шексіз көп 

сақталу заңдарын құрастырдық [170]. Сақталу заңдары Лакс жұбының Риккати 

түрінен алынған. Сақталу заңдарының шексіз жиынтығының болуы осы 

теңдеулердің толық интегралдық қасиетінің пайдалы көрсеткіші болып 

табылады.  

 

3.1 Шредингер-Максвелл-Блох теңдеуі 

Осындай интегралданатын бейсызықты жүйелердің ішінде Шредингер-

Максвелл-Блох (ШМБ) теңдеуі маңызды рөл атқарады. ШМБ теңдеуі 

резонанстық және эрбий қосылған жүйелер [171] бар оптикалық талшықтардағы 

солитондардың таралуын сипаттайды. (1+1) өлшемді ШМБ теңдеуі [172] жылы 

Дарбу түрлендіруінің көмегімен зерттелді, мұнда авторлар әртүрлі «негізгі» 

(бастапқы шешім) солитонды және периодты шешімдерін алды. 

Бір өлшемді Шредингер-Максвелл-Блох теңдеуін қарастырайық 

 
 0,=2ipvqqiq

xyt
   

 
 0,=2ikvrrir

xyt
   

 

 0,=)(2
yx

qrv   (3.18) 

 
 0,=22 qpip

x
    

 
 0,=22 rkik

x
    

 
 0.=kqrp

x
   

 

мұнда prkq ,,,  - комплексті функциялар; 

 ,  - нақты функциялар; 

  - нақты тұрақтылар, ал  

tyx ,,  - төменгі индекстер айнымалылар бойынша дербес туындыны 

білдіреді. Бұл жүйе (3.18) шашыраудың кері есебі әдісімен интегралданады [58 

p. 2125]. 
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3.1.1 Лакс ұсынысы 

Екі өлшемді ШМБ теңдеулер жүйесі (3.18) үшін сәйкес Лакс ұсынысы 

келесідей түрде  

 

 ,=  A
x

 (3.19) 

 

 ,2=  B
yt

  (3.20) 

 

мұнда A  және B  матрицаларының түрі мынадай:  
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мұнда ,*qr  *pk  , «*» символы комплексті түйіндес және   нақты тұрақты 

дегенді білдіреді.  Онда теңдеулер жүйесі келесі түрге келеді 

 
 0,=2ipvqqiq

xyt
   

 

 0,=)(2
2

yx
qv   (3.21) 

 
 0,=22 qpip

x
    

 
 0.=)( ** qppq

x
   

 

Сонымен 1=   деп есептейік. Егер 1=   болса, онда тартылыс немесе 

1=   болса, кері итеруші әсер деп қабылдаймыз. 

Келесі бөлімде екі өлшемді ШМБ теңдеуі үшін бір ретті Дарбу 

түрлендіруін құрамыз. 
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3.1.2 Дарбу түрлендіру 

Екі өлшемді Шредингер-Максвелл-Блох теңдеулер жүйесі үшін Лакс 

жұбын (3.43)-(3.44) қолданып, Дарбудың бірінші реттік түрленудірін 

қарастырайық. Ол үшін алдымен сызықтық функцияның түрленуі 

 

 
  ,)(==1  МIT   (3.22) 

 

онда 
]1[  меншікті функциясы үшін келесі Лакс жұбын қанағаттандыруы тиіс: 

 

 ,= ]1[]1[]1[  A
x

  (3.23) 

 

 ,2= ]1[]1[]1[]1[  B
yt

   (3.24) 

 

мұнда ]1[A  және ]1[B  матрицалары 
]1[]1[]1[]1[ ,,, pvq  функцияларына және   

параметріне тәуелді болып келеді.  M - белгісіз матрица, I  - бірлік матрица.  

(3.23-(3.24) теңдеулері орындалуы үшін Т  матрица келесі теңдеулерді 

қанағаттандыруы керек 

 

 ,= ]1[ TATATx   (3.25) 

 

 .2= ]1[ TBTTBT yt    (3.26) 

 

Содан кейін ,,, pvq  және ,]1[q ,]1[p  ,]1[v ]1[  арасындағы қатынасты осы 

теңдеулерден анықтауға болады, бұл екі өлшемді ШМБ теңдеуінің Дарбу 

түрлендіруі болып табылады. (3.25) теңдеудің екі жағының 
i  коэффициенттерін 

салыстыра отырып, аламыз. 
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Ақырында, (3.27) теңдеуден 
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]1[ imrrimqq   (3.28) 

 

Сондықтан 1  болғанда тартылыс әрекеттесу үшін *

1221
= mm   аламыз. 

Сонда (3.26) теңдеудің екі жағының 
i  коэффициенттерін дәрежесі бойынша 

жинақтайық 
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Сонда (3.29)-(3.31) теңдеулер жүйесінен 
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Бұл теңдеулер (3.28), (3.32) екі өлшемді ШМБ теңдеуінің бір ретті Дарбу 

түрлендіруін береді. Енді М  матрицасын осылай қабылдайық 
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және 0H , мұндағы 
1

  және 
2

  комплексті тұрақтылар. Содан кейін, осы 

әдіспен N-ретті Дарбу түрлендіруін құруға болады [145, р. 192]. Келесі 

бөлімшеде Дарбу түрлендіруінің көмегімен солитон шешімін аламыз. 

 

3.1.3 Солитондық шешімдері 

Бір-солитонды шешімдерді алу үшін 1,0,0,0  pvq  жағдайлары 

орындалуы қажет. Содан кейін Лакс жүйесіне тиісті сызықтық жүйе келесі 

формада беріледі 
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Бұл жүйе келесі нақты шешімдерді қабылдайды  
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мұнда ,1 ib  idc =1 . i , c  және d  нақты тұрақтылар. Онда Шредингер-

Максвелл-Блох теңдеулерінің екі өлшемді жүйесінің бір-солитондық шешімдері 

келесідей болады 
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Жоғарыда келтірілген бір ретті Дарбу түрлендіруін қолдана отырып, екі 

өлшемді ШМБ теңдеуінің N-солитондық шешімін құруға болады. Төменде бір 

солитонды шешімдердің графиктері берілген (4, 5 және 6-суреттер). 

Бұл бөлімде екі өлшемді ШМБ теңдеуі үшін Дарбу түрлендіруін 

құрастырдық. Алынған Дарбу түрлендіруін пайдалана отырып, ]1[q , ]1[v , ]1[p  

функцияларының бір солитонды шешімі алынды және 0t  мезетіндегі 

графиктері құрылды. Жоғарыда келтірілген нәтижелерді пайдалана отырып, екі 

өлшемді ШМБ теңдеуінің N-солитонды шешімдерін, бризер және қиратушы 

толқынды шешімдерін құруға болады. Бір қызығы, қиратушы толқын түріндегі 

бейсызықты теңдеулердің шешімдері қазіргі уақытта бейсызықты физика мен 

математикадағы ең өзекті тақырыптардың бірі. 
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Сурет 4 – ]1[q  функциясының 0t  

кезіндегі бір солитонды шешімі 

Сурет 5 – ]1[v  функциясының 0t  

кезіндегі бір солитонды шешімі 

 

 

 
 

Сурет 6 – ]1[p  функциясының 0t  кезіндегі бір солитонды шешімі 

 

Алынған шешімдерді физикада қолдану қызықты тақырып болып 

табылады. Атап айтқанда, ұсынылған шешімдерді эксперименттерде немесе 

талшықты-оптикалық байланыста қолдануға болады деп үміттенеміз. 

 

3.2 Хирота жүйесі 
Қазіргі заманғы ғылым мен техниканың барлық мәселелерін бейсызықты 

ғылым - маңызды пән ретінде түсіндіреді. Бейсызықты интегралданатан 

жүйелердің ішінен ғалымдар арасында қызу талқыға салынып жүрген 

эволюциялық теңдеулердің бірі – Хирота теңдеуі [59, p. 3765; 155, p. 126; 173]. 

Бұл теңдеу Шредингердің модификацияланған бейсызықты теңдеуі болып 

табылады [152, p. 1362; 174]. Хирота жүйесі көптеген бейсызықты 

құбылыстарды сипаттау үшін қолданылады. Оптикалық талшықтар жүйесінің 

зерттеу аймағында, физика, электрлік байланыс және басқа да инженерлік 

ғылымдар механизмінде кең қолданысқа ие. 
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Екі өлшемді Хирота теңдеуі келесідей түрде беріледі:  

 

 0,=)(21 xxxyxyt wqivqqiqiq    (3.33) 

 

   0,=2)(2 **
2

2

1 xyxyyx qqqqiqv    (3.34) 

 

 0,=)(2
2

2 yx qw   (3.35) 

мұнда ),,( tyxq , ),,(),,,( tyxwtyxv  - белгісіз потенциалдар; 

 ,, 21  - нақты тұрақтылар. «*» таңбасы комплексті түйіндес. Хирота 

теңдеуі оптикалық талшықтар, физика, телекоммуникациялар және басқа 

инженерлік ғылымдар салаларындағы бейсызықты құбылыстардың немесе 

механизмдердің көптеген түрлерін сипаттау үшін пайдаланылуы мүмкін. Егер 

0,1 21    болса, (3.33)-(3.35) теңдеулер бейсызықты Шредингер теңдеуіне 

келтіріледі, ал 1,0 21    жағдайында бұл комплексті модификацияланған 

Кортевег-де Фриз теңдеуін береді.  

 

3.2.1 Лакс ұсыныс 

Хирота теңдеуі үшін сәйкес Лакс ұсыныс келесі түрде көрсетуге болады: 

 

 ,=  Ax  (3.36) 

 

 ,)42(= 2
21  Byt   (3.37) 

 

 T21,=   меншікті функциясымен және А және В матрицалары  

 
 ,=,= 0103 BBBAiA    

 

мұндағы А0, В0 және 
3
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және 
** =,= pkqr  , бұнда 1=  . (2+1) өлшемді бейсызықты Хирота 

теңдеулер жүйесі (3.36)-(3.37) үшін сәйкесінше үйлесімділік шарты 

төмендегідей болады: 

 

 .0)42(],[ 2  yxt ABABA   

 

Үйлесімділік шартына ВА,  матрицаларының мәндерін қойып, 

коэффициенттері бойынша матрица элементтерін жинасақ, қайтадан екі өлшемді 

бейсызықты Хирота жүйесін ала аламыз. Спектрлік параметр λ келесідей 

алынады: 

 

 .)42( 2
yt    

 

Бұл жұмысымызда 1  жағдайымен шектелеміз. 

 

3.2.2 Дарбу түрлендіруі 

Абловиц-Кауп-Ньюэлл-Сегур жүйесі үшін Дарбу түрлендіру әдісі 

негізіндегі (3.36)-(3.37) теңдеулеріне келесі түрлендіруді қарастырайық: 

 

 ,]1[  T   

 

мұнда T  –  22  өлшемді Дарбу матрицасы деп аталады, I –  22  өлшемді 

бірлік матрица, М - элементтері белгісіз матрица 

  

 .
10

01
=,=

2221

1211

















I

mm

mm
M  

 

(2+1) өлшемді бейсызықты Хирота теңдеуінің Лакс жұбына 

сәйкестендіріп, жаңа меншікті функция ]1[ үшін де Лакс жұбын келесідей түрде 

алайық 

 

 ,]1[]1[]1[  Ax
 (3.38) 

 

 ,)42( ]1[]1[]1[2]1[  Byt   (3.39) 

 

мұнда    11 , BА  матрицалары      111 ,, q  жаңа фунцияларына және  -спектрлік 

параметрге тәуелді. (3.38)-(3.39) теңдеуі орындалуы үшін T матрицасы келесі 

жүйені қанағаттандыруы керек  

 

 ,]1[ TATATx   (3.40) 
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 .)42( ]1[2 TBTTBT yt    (3.41) 

 

(3.41) теңдеудің әртүрлі дәрежелеріндегі i  коэффициенттерді біріктіріп, келесі 

теңдеулер жиынын аламыз. 

 

 0 [1]

0 0: = ,xМ A М МA    

 

 1 [1]

0 0 3: = [ , ],A A i М   (3.42) 

 .=: 33
2 IiiI    

 

(3.42) теңдеуінен 

 

 ,2= 12
[1] imqq   .2= 21

**[1] imqq   (3.43) 

 

Демек, *
1221 = mm  . Енді (3.41) теңдеуі келесі қатынастарды береді 

 

 ,)42(=: 2
ytI     

 

 ,:
]1[

00
0 MBMBM t    

 

 ,2: ]1[
110

]1[
0

1 MBMBBBM y    

 

 .4: 1
]1[

1
2 BBM y    

 

Алынған теңдеулерді біріктіру арқылы келесі өрнектерді шығады:  

 

 ,2)4( 110
]1[

0 yy MMMBMBBB     

 

 .41
]1[

1 yMBB    

 

Сәйкесінше, бұл теңдеулерден 
]1[v және 

]1[  функциялары үшін келесі 

Дарбу түрлендіруін аламыз: 

 

 ),22(44= 12
*
121111

*
12

*
1211

]1[
yyyyy mimmimqmqmmivv    (3.44) 

 

 yy miwmiww 2211
]1[ 4=4=    (3.45) 

 

және *
1122 = mm  байланысы шығады. Сонда M  матрицасы мынадай түрге келеді:  
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Енді белгісіз матрица  

 ,= 1HHM  

 

шарттын қанағаттандырсын деп есептейік, мұндағы 
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мұнда 21
,  - комплексті тұрақтылар. Ал H  матрицасының анықтауышы

.0det H  Шектік шартты қанағаттандыруы үшін, жүйедегі 
*

1200

1 ,,    AA  тең болуы тиіс. H  матрицасы төмендегі жүйеге 

бағынады: 

 

 ,= 03 HAHiH x    (3.46) 

 

 .2= 0 HBHH yt   (3.47) 

 

Сонда M  матрицасы мынадай түрге келеді:  
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M   

 

Сонымен, нәтижесінде, екі өлшемді бейсызықты Хирота жүйесі (3.33)-

(3.35)  үшін Дарбу түрлендіруі алынды: 

 

 ,2= 12
[1] imqq   (3.48) 

 

 ),22(44= 12
*
121111

*
12

*
1211

]1[
yyyyy mimmimqmqmmivv    (3.49) 

 

 .4=4= 2211
]1[

yy miwmiww    (3.50) 

 

Соңында детерминант түріндегі ijm  1,2)=,( ji  өрнектерін келесі түрде 

қайта жазуға болатынын ескереміз 
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мұнда  

 .=,= *
22

*
2

111
12*

112

*
221

11 





















 









detdet  

 

Енді осы алгоритмді ары қарай пайдаланып, 2-ші, 3-ші, N-ші ретті Дарбу 

түрлендіруін құруға болады және де осы құрылған дарбу түрлендіруді 

пайдаланып, солитондық, қиратушы толқынды шешімдерді алуға болады. Келесі 

бөлімшеде Дарбу түрлендіру әдісін пайдаланып, бір солитондық шешім табамыз. 

 

3.2.3 Солитондық шешімі 

Дарбу түрлендіруінің айқын формасына біле отырып, енді екі өлшемді 

Хирота жүйесі үшін солитондық шешімдері алайық. Ол «негізгі» шешімдерді 

келесі түрде қабылдаймыз: 
 0.=== wvq  

 

Сонда сәйкес Лакс жұбына сәйкес келетін сызықтық жүйе: 

 
 ,=

11
 i

x
   

 
 ,=

22
 i

x
  

 

 ,)42(= 1
2

1 yt     

 

 .)42(= 2
2

2 yt     

 

Бұл теңдеулер жүйесі келесі нақты шешімдерді қабылдайды: 

 

 ,211
2

11 ])42[(
1

 itiyixi
e


  (3.51) 

 

 0211
2

11 ])42[(
2

 iitiyixi
e


  (3.52) 

 

немесе  

 

 ,, 2211
21

  ii
ee


  (3.53) 

 

мұнда idc =
1

 , iba =
1
  деп ескере отырып, (3.51)-(3.52) шешімнің 11, 

дәрежесін келесі түрде жазайық: 

 

 ,))](4(2)8(2[= 1
22

1   tbaacabbddybx  

 2
22

1 )]8(2)(4(2[=   tabbcbaadcyax  
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және 
01212

=,=   . Содан кейін, екі өлшемді Хирота теңдеуінің 

(3.33)-(3.35) бір-солитонды шешімдерін алу үшін Дарбу түрлендіруге (3.48)-

(3.50) өрнекті қою арқылы алынады: 

 

],2[sec2 1
2]1[ 01 

hbeq
ii 

  

 

,)])2tanh[((4])2[sec])(2[sec(16

])2tanh[(4

2
11

2
1

22

1
]1[

0101
yy

iiii

y

ibaiheheib

ibaiv











 

 

.])2tanh[(4 1
]1[

yibaiw    

  

Бұл жұмыста екі өлшемді Хирота теңдеуі (3.33)–(3.35) үшін Дарбу 

түрлендіру құрастырылды, ол эрбий қосылған бейсызықты оптикалық толқын 

өткізгіш арқылы ультра қысқа импульстердің таралуы арқылы анықталады [175]. 

Дарбу түрлендіруі интегралданатын теңдеулердің барлық шешімдерін алу үшін 

өте пайдалы. Бір ретті Дарбу түрлендіруі нақты берілген. Мысалы, екі өлшемді 

Хирота теңдеуінің бір солитондық шешімі бір ДТ арқылы табылды. Жоғарыда 

келтірілген ДТ арқылы мультисолитонды шешімдерді, қиратушы толқындарды, 

бризер шешімдерін және т.б. нақты шешімдерін құру үшін де пайдаланылуы 

мүмкін. 

 

3.2.4 Кеңейтілген tanh әдіс алгоритмі 

Алдынғы бөлімшелерде [173, р. 328] жылы Дарбу түрлендіру әдісін 

қолданып, Хирота жүйелерін зерттедік, онда бір солитонды шешімдерді алдық. 

Енді бұл бөлімде кеңейтілген tanh әдісі негізінде екі өлшемді Хирота жүйесі  

үшін нақты шешімдерді аламыз. 

Wazwaz [176-177] әзірлеген кеңейтілген tanh әдісі қолдану бейсызықты 

толқынды теңдеулерді зерттеуге кеңірек мүмкіндік береді [179-180]. 

[181] жұмыста Wazwaz кеңейтілген tanh әдісін қолдана бастады. 

Бейсызықты дербес туындылы теңдеуді 

 

 0,=,...),,,,(1 xxyxt uuuuuE  (3.54) 

 

қарапайым дифференциалдық теңдеуге түрлендіруге болады 

 

 0,=,...)'',',',(2 uucuuE   (3.55) 

 

қума толқынның түрлендіруін қолдану ctyx = . (3.57) теңдеу, егер барлық 

мүшелерде туынды болса, интегралданады. Жаңа тәуелсіз айнымалыны енгізейік 

 

 ,=),(tanh= ctyxY   (3.56) 
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мұнда   – толқын саны, туындылардың өзгеруіне әкеледі: 
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 (3.57) 

 

Кеңейтілген tanh әдісі соңғы кеңейтілімді пайдалануға мүмкіндік береді 

 

   ,=)(
1=0=

k
k

M

k

k
k

M

k

YbYaYSu 
   (3.58) 

 

мұнда M  – анықталынатын бүтін оң сан. M  параметрі әдетте (3.55) бейсызықты 

мүшелері бар жоғары ретті туындыларды теңестіру арқылы алынады. M  

анықтап, (3.58) теңдеуін (3.55) теңдеуіне қойып, теңдеудегі Y  дәрежелеріндегі 

барлық коэффициенттерді жинаймыз. Содан кейін осы коэффициенттердің 

барлығын нөлге теңестіреміз. Ең соңында cba kk ,,,   параметрлері бар 

алгебралық теңдеулер жүйесін аламыз. Осы белгісіз параметрлердің барлығын 

есептеп, ),,( tyxu  аналитикалық шешімін аламыз. 

 

3.2.5 Кеңейтілген tanh әдісін қолдану  

Бұл бөлімде кеңейтілген tanh әдісін қолдана отырып, екі өлшемді Хирота 

жүйесінің қума толқынды нақты шешімдерін құрастырамыз. Бұл әдісті қолдану 

үшін (3.57)-(3.59) жүйесін бірінші ретті дифференциалдық теңдеулер жүйесіне 

келтіру керек. Енді түрлендіруді қарастырайық 

 

 ),,,()(exp=),,( tyxQdtbyaxityxq   (3.59) 

 

мұнда dba ,, - тұрақтылар; 

),,( tyxQ  - нақты функция, онда (3.57)-(3.59) жүйесі келесі 

дифференциалдық теңдеулер жүйесіне келтіріледі. 
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 (3.60) 
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Толқынды түрлендіруді ауыстыру 
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 (3.61) 

 

(3.60) теңдеулер жүйесінен 
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 (3.62) 

 

 -ға қатысты (3.62) интегралдану теңдеуі және қарапайымдылық үшін 

интегралдану тұрақтысын нөлге тең деп алсақ, мынаны табамыз. 
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 (3.63) 
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 (3.64) 

 

(3.64) теңдеулерді (3.63) теңдеулерге қойып, келесі қарапайым 

дифференциалдық теңдеуді аламыз. 
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 (3.65) 

 

мұнда штрих  -ге қатысты дифференциалды білдіреді. Біртекті тепе-теңдік үшін 

(3.65) теңдеулерден 1=M  аламыз. Сонда (3.65) теңдеудің шешімін (3.58) келесі 

түрде табуға болады 

 

 .=)( 1

110

 YbYaaQ   (3.66) 

(3.66)-ды (3.65) орнына қойып, Y  нүктесіндегі коэффициенттерді жинап, 

cbaa ,,,, 110   үшін алгебралық теңдеулер жүйесін аламыз. Бірінші теңдеуден 

(3.65) алуға болады 
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 (3.67) 

 

Екінші теңдеуден (3.65) шығады 
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 (3.68) 

 

(3.67)-(3.68) жүйесін Maple көмегімен шешіп, келесі нәтижелерді аламыз: 

1 жағдай:  
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 (3.69) 

 

(3.69) мәнін (3.66) (3.59) және (3.61) орнына қойып, келесі шешімдерді 

аламыз: 
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 (3.70) 
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2 жағдай:  
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 (3.71) 

 

(3.71) мәнін (3.66) (3.59) және (3.61) орнына қойып, келесі шешімдерді 

аламыз: 
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3-жағдай: 
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(3.73) мәнін (3.66) (3.59) және (3.61) орнына қойып, келесі шешімдерді 

аламыз: 
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4-жағдай: 
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(3.75) мәнін (3.66) (3.59) және (3.61) орнына қойып, келесі шешімдерді 

аламыз: 

 

)),
))8((2

)(
(coth

))((2))((2)/8)(

)(

8

1

)
))8((2

)(
(tanh

))((28

)(
)((exp=),,(4






































ba

daab

babadaab

daab

ba

daab

ba

daab
dtbyaxityxq





 (3.76) 
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Бұл бөлімде кеңейтілген tanh әдісі арқылы Хирота теңдеулерінің екі 

өлшемді жүйесі зерттелді [182], нақты шешімдерді, соның ішінде екі өлшемді 

Хирота жүйесі үшін қума толқынды және периодтық шешімі анықталды. Осы 

мәліметтерді ескере отырып, Хирота жүйесінің аналитикалық шешімдерін алу 

үшін кеңейтілген тангенс (tanh) әдісі тиімді екенін көруге болады. Бұл әдісті 

басқа бейсызықты күрделі теңдеулерге де қолдануға болады деп ойлаймыз. 

 

3.3 Бейсызықты Шредингер теңдеуі  

Шредингердің бейсызықты теңдеуі дисперсиялы ортадағы толқындар 

пакетінің қабықшасының таралуын сипаттайтын негізгі теңдеу болып табылады 

және терең су бетіндегі бейсызықты гравитациялық толқындарды, плазмадағы 

Ленгмюр толқындарын, бейсызықты диэлектриктегі электромагниттік 

толқындарды, және басқа да көптеген мәселелерде [168, p. 566] кездеседі. Бұл 

теңдеуді 1926 жылы көрнекті австриялық физик Э. Шредингер кванттық 

жүйелердің іргелі қасиеттерін талдау үшін ұсынған және бастапқыда атомішілік 

бөлшектердің өзара әрекеттесуін сипаттау үшін қолданылған [182]. 
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Шредингердің жалпыланған немесе бейсызықты теңдеуі физикасындағы 

толқындық процестер құбылыстарының жиынтығын сипаттайды. Мысалы, ол 

жоғары қуатты лазерлік сәулесінің бейсызықты диэлектрлік ортаға әсер еткенде 

өзін-өзі фокустау әсерін сипаттау үшін және плазмада бейсызықты 

толқындардың таралуын сипаттау үшін қолданылады [183]. 

Бейсызықты Шредингер теңдеуі 

 

,02
2

 qqqiq
xxt  

 

мұнда q  - толқынның амплитудасын көрсетеді.  

Бейсызықты Шредингер теңдеуінің нақты шешімдерінің кейбір түрлері 

қиратушы толқындардың пайда болуының ықтимал механизмін сипаттау үшін 

қарастырылады, мысалы, Перегрин солитоны [184], периодтық бризер 

солитондары [185] және кеңістіктік периодтық немесе Ахмедиевтік бризер 

құралы [186]. Кейіннен бейсызықты Шредингер теңдеуінің үшін әртүрлі 

тәсілдермен қиратушы толқындарға шешімдерді құру әрекеттері жасалды. 

Бұл бөлімшеде интегралданатын бейсызықты Шредингер теңдеуін [156, 

р. 060022-3] түрінде қарастырамыз. 
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 (3.77) 

 

мұнда ),,,( tyxq  ),,( tyxv  белгісіз потенциалдар,   нақты тұрақты. Шредингердің 

бейсызықты теңдеуі оптикалық талшықтар, физика, телекоммуникациялар және 

басқа да техникалық ғылымдар саласындағы сызықтық емес құбылыстардың 

немесе механизмдердің көптеген түрлерін сипаттау үшін пайдаланылуы мүмкін. 

(3.77) теңдеулер жүйесі шашыраудың кері есебі әдісімен интегралданған. 

Бейсызықты Шредингер теңдеуіне сәйкес келетін Лакс жұбы [187] түрі: 
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мұнда А және В өлшемдері  22 матрицалар 
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және ** =,= pkqr  .  

Жүйенің қисықтықтың нөлдік шарты немесе үйлесімділік шарты 

төмендегідей 
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  .02,  yxt ABABA   

 

Жоғарыдағы теңдеуді тікелей есептеу арқылы екі өлшемді бейсызықты 

Шредингер теңдеуін аламыз. 

 

3.3.1 Дарбу түрлендіруі 

Енді екі өлшемді бейсызықты Шредингер теңдеуі үшін бірінші ретті Дарбу 

түрлендіруін жасайық, ол үшін жаңа ]1[  меншікті фунциясын енгізейік. 

Алдыңғы құрылған Дарбу түрлендіруді қарастырғандай    T1  байланыста 

болсын жіне ондағы T  матрицасы келесі теңдеулер жүйесіне бағынсын: 

 

,= [1]TATATx   (3.79) 

 

,2= [1]TBTTBT yt    (3.80) 

 

(3.79) теңдеуінен аламыз 
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сонда *

1221
= mm   екенін байқаймыз.  (3.80) теңдеу келесі қатынастарды береді: 

 

,=: [1]0 MBMBM
t

  (3.82) 

 

,=2: [1]1 BBM y   (3.83) 

 

(3.83)-ден ]1[B  үшін Дарбу түрлендіруі келесідей болатынын көруге 

болады 
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Сонымен бірге (3.83) теңдеуінен  
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Бұл жерден 
*

22 11m m екенін ескереміз. Содан M  матрицасы келесі түрге 

келеді 
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оның кері матрицасы: 

 

 .
||||

1
=

11

*

12

12

*

11

2

12

2

11

1








 





mm

mm

mm
M   

 

Енді матрицаның компоненттерін меншікті функциялар арқылы 

өрнектейміз  
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Соңында (3.81) және (3.84) түріндегі (3.77) теңдеуінің шешімі табылды, 

енді құрастырылған бірінші ретті Дарбу түрлендіруін қолданып, N - еселенген 

Дарбу түрлендіруін дәл осылай құрастыруға болады                                                                                    

[154, p. 020147-2].   

 

3.3.2 Cолитондық шешімі 

(2+1) өлшемді БШ теңдеуі үшін бір солитонды шешім алайық, ол үшін 

«seed» ретінде 0==q  жағдайын қарастырайық. Онда Лакс жұбынан сәйкес 

сызықты теңдеулер жүйесін алуымызға болады: 
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Бұл теңдеулер жүйесінің шешімдерін келесі түрде іздейік: 
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(2+1) өлшемді бейсызықты Шредингер теңдеуі үшін q  және 

функциялардың шешімін аламыз және оның графигін 7, 8-суретте бейнеленді: 
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a ә б 

 

а – t=0.5; ә – t=1; б –  t=2 

Сурет 7 – Екі өлшемді бейсызықты Шредингер теңдеуінің 
2

]1[q  функциясының 

әр түрлі уақыт мезеттіндегі өзгеру графигі 

 

   

a ә б 
 

а – t=0.5; ә – t=1; б – t=2 
 

Сурет 8 – Екі өлшемді бейсызықты Шредингер теңдеуінің 
]1[v  функциясының 

әр түрлі уақыт мезеттіндегі өзгеру графигі 

 

Екі өлшемді бейсызықты Шредингер теңдеуінің екі солитонды шешімін 

графиктік түрде кескіндеу үшін Maple 2018 бағдарламасы көмегімен сәйкесінше 

графиктерді алайық (9, 10-суреттер). 
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Сурет 9 – 1.5   және t=0 

мезетіндегі 
[2]  солитонды шешім 

графигі 

Сурет 10 – 1.5   және t=0 

мезетіндегі 
[2]q  екі солитонды шешім 

графигі 

 

Бұл бөлімшеде (2+1) өлшемді бейсызықты Шредингер теңдеуі 

қарастырылды. Осы әдісті қолдана отырып, теңдеудің солитондық шешімін 

таптық және сол шешімдердің q  және v функцияларының бір солитондық 

шешімінің уақыт бойынша өзгеру графигін тұрғыздық. Сонымен қатар, Maple 

2018 бағдарламасы көмегімен екі солитонды шешінің графигі алынды. 

 

3.3.3 Қиратушы толқынды шешімі  

Енді құрастырылған Дарбу түрлендіруі негізінде қиратушы толқынды типті 

шешімдерді алуды қарастырайық. Бұл жағдайда біз «негізгі» шешімді (бастапқы 

шешім) 1,  vieq it
 қабылдаймыз. Сонда сәйкес сызықты теңдеулер жүйесі 
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                 (3.86) 

 

(3.86) теңдеулер жүйесі келесі нақты шешімдерді қабылдайды 
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    (3.87) 

 

Меншікті мәндерді қабылдайық 
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(3.87) мәнін (3.84) және (3.84) орнына қойып, қиратушы толқынды 

шешімдерін аламыз. 
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мұнда  
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Енді (3.88)-(3.89) шешімдерінің 
2

]1[q  және 
]1[v  функцияларының t=0; t=3; 

t=5 уақыт мезетіндегі графиктерін тұрғызайық (11, 12-суреттер). 

  
 

a ә б 
 

а – t=0; ә – t=3; б – t=5 

Сурет 11 – Қиратушы толқынды шешімнің графигі 
2

]1[q  
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a ә б 

 

а – t=0; ә – t=3; б – t=5 
 

Сурет 12 – Қиратушы толқынды шешімнің графигі 
]1[v  

 

Осылайша, екі өлшемді бейсызықты Шредингер теңдеуі қарастырылды. 

Атылған теңдеуге Дарбу түрлендіруін жасадық. Құрылған Дарбу түрлендіруінің 

көмегімен екі өлшемді бейсызықты Шредингер теңдеуі үшін қиратушы 

толқынды шешімдері алынады және шешімдердің уақыт бойынша өзгеру 

динамикасы графикалық түрде ұсынылды. Бұл нәтижелер [187, с. 715-172] 

жарияланды. 

 

3.3.4 Сақталу заңдары 

Сақталу заңдарын табу кванттық физика, гидродинамика, плазма 

физикасы, оптика сияқты қолданбалы ғылымдардың әр түрлі салаларында 

мағынасы бар [188-190]. Бейсызықты теңдеу үшін толық интегралданудың 

анықтамасы бойынша шексіз көп сақталу заңдары бар. Бейсызықты дербес 

туындылы дифференциалдық теңдеулер үшін, сақталу заңдарын табудың әр 

түрлі әдістері жасалуда [191, 192]. Жалпы Нетер теоремасында көрсетілгендей 

сақталу заңдары мен симметриялар арасындағы байланысқа тәуелді [193, 194]. 

Физикалық процестер кезінде сақталу заңдары масса, энергия, импульс және 

электр заряды сияқты кейбір физикалық шамалардың уақыт өте келе 

өзгермейтінін білдіреді [195]. Математикада сақталу заңдары жақын аймақтағы 

байланысты ағын әсер ететін шаманы сипаттайтын скалярлық дербес 

дифференциалдық теңдеулер арқылы сипатталады. 

Бейсызықты Шредингер теңдеуі үшін Лакс жұбы (3.78) арқылы сақталу 

заңдарының шексіз түрін құрастырайық. 

Ол үшін келесі шамаларды қабылдайық 

 
    .ln,ln 11 tx

J    

 

Онда келесі қатынасты аламыз 

 



85 

 ,0









x

J

t


 (3.90) 

 

жергілікті сақталу заңының нысаны бар. (3.116) теңдігіне сәйкес теңдеулер 

жүйесінің кез келген шешімі үшін орындалады деп қабылданады,   сақталған 

тығыздық, ал J  сақталған ағын деп аталады. 

Сәйкесінше сызықты жүйе  
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 (3.91) 

 

Осы теңдеулерді пайдалана отырып, (3.77) теңдеулер үшін шексіз көп 

сақталу заңдарын құрастырамыз. Жаңа белгілеулер енгізейік 
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 (3.92) 

 

(3.78), (3.90) теңдеулерінен және үйлесімділік шартынан     ,lnln 11 xyyx  

немесе yx mm 21  келесі теңдеулерді аламыз. 

 

 ,02 2  rqnninx   (3.93) 

 

   .01  yx qnm  (3.94) 

 

Енді 1m  және n  өрнектерін келесі түрде жіктейміз:  
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(3.92) теңдеулерді (3.93) теңдеулерге қойып, әр   -ның дәрежесінің 

коэффициенттері бойынша жинақтап, келесідей рекурсия формуласын алуға 

болады: 

 



86 

















,022:

,02:

,02:

,02:

2143
3

2
132

2

21
1

1
0









qi

qi

i

ri

x

x

x

 

 



 

2

1
1,1 .02

j

k
kjkjxj qi   (3.95) 

 

(3.92) теңдеулерді (3.94) теңдеулерге қойып,  -ның коэффициенттері 

бойынша жинап, келесідей рекурсия формуласын аламыз: 
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(3.95) теңдеулерінен аламыз 
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(3.96) теңдеулерінен 
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Келесі белгілеу енгізейік 

 



87 

,
1

1



 t  

 

және (3.91) және (3.92) теңдеулерінің көмегімен аламыз 

 

  .25,0 1   mniqiv y  (3.97) 

 

(3.92) теңдеулері және үйлесімділік шарты арқылы 

 

    
xttx 11 lnln    (3.98) 

 
 -ның туындысын анықтайық 

 
  .tx qn  

 

Әрі қарай (3.97) теңдеуінің туындыларын алып, (3.98) теңдеуіне 

теңестіреміз. 
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Теңдеуге n  және 1m  мәндерін қойып, әр   дәрежесінің коэффициенттері 

бойынша  жинап, келесі өрнектерді аламыз 
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Екі өлшемді бейсызықты Шредингер теңдеуінің екінші теңдеуі (3.99) 

теңдеулеріне сәйкес болғандықтан автоматты түрде орнатуға болатынын 

анықтаймыз. Осы теңдеулерді пайдалана отырып, екі өлшемді бейсызықты 

Шредингер теңдеулері үшін бірінші сақталу заңын келесідей түрде аламыз: 
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Сонымен қатар, екі өлшемді бейсызықты Шредингер теңдеуі үшін сақталу 

заңдарының шексіз саны (3.125) көмегімен ұқсас түрде құрастырылады. 

Бұл жұмыста Лакс жұбы бар екі өлшемді бейсызықты Шредингер 

теңдеулері үшін сақталу заңдарының шексіз жиынтығын алдық. Осы әдіс 
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негізінде Лакс жұбы бар басқа көпөлшемді теңдеулер үшін сақталу заңдарының 

шексіз жиынтығын құруға болады. Жұмыстың нәтижелері [189, с.5] 

жарияланды. 

Сонымен үшінші бөлім бойынша қорытындыласақ, екі өлшемді 

Шредингер-Максвелл-Блох теңдеулері, Хирота жүйесі және бейсызықты 

Шредингер теңдеуі зерттелінді. Бұл теңдеулер барлығы интегралданатын теңдеу 

және сәйкесінше Лакс жұбтары берілген. Ал осы аталған теңдеулерге Дарбу 

түрлендіру әдісі,  tanh әдісімен және т.б. әдістерді қолдана отырып, олардың 

солитондық шешімдері құрастырылады. Алынған шешімдердің уақыт бойынша 

өзгеру графиктері Maple 2017 бағдарламасының көмегімен тұрғызылды. 
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ҚОРЫТЫНДЫ 

 

Жұмыста негізгі мақсаттарға қол жеткізу және алға қойылған міндеттерді 

шешу нәтижесінде ғылыми дәлелдерге негізделген жаңа теориялық нәтижелер 

қамтылған. Алынған нәтижелердің жиынтығы бейсызықты физика саласындағы 

зерттеулерді дамыту үшін үлкен маңызға ие. 

Диссертациялық жұмысқа сәйкес келесідей қорытынды жасауға болады: 

1. Келiсiлген көздерi бар Гейзенбергтiң жалпыланған ферромагнетик 

моделiнде потенциал 0W  болса, онда ол Гейзенбергтiң жалпыланған 

ферромагнетик моделiне келеді, ол комплекстi байланысқан дисперсиясыз 

Конно-Ооно теңдеуiмен және калибровті эквиваленттi болады.  

2. Комплекстi байланысқан дисперсиясыз Конно-Ооно теңдеуiнің 

солитонды шешімі құрылды және оның уақыт бойынша өзгеру динамикасы 

зерттелінді. 

3. Оптикалық талшықтардағы ультра қысқа бейсызықты жарық 

импульстерінің таралуын сипаттайтын Фокас-Ленеллс теңдеуіне сәйкес келетін 

жаңа спиндік жүйе құрылды, Лакс жұбы анықталды. 

4. Келiсiлген көздерi бар Гейзенбергтiң жалпыланған ферромагнетик 

моделiнде спиндік вектор A  және базистік вектор 
1e  тепе-тең (

1A e ) болғанда, 

комплекстi қысқа импульсты теңдеудiң жалпыланған түрiмен өзара 

геометриялық және калибровті эквиваленттi болады.  

5. Ферромагнетиктердегі спиндік толқындарды сипаттайтын екі 

өлшемді бейсызықты Шредингер теңдеуiнің 1   «тартылыс» кезінде Дарбу 

түрлендіру әдісі арқылы  бір, екі солитонды шешімдері, қиратушы толқынды 

шешімдері құрылды. Екі солитонның соқтығысуы серпімді, яғни әсерлескеннен 

кейін өзінің пішінін мен жылдамдығын сақтайды, шексіз сақталу заңдары бар.  

Диссертациялық жұмыста алынған барлық нәтижелер математикалық 

аспектiлермен шектелгенiмен, бейсызықты солитонды модельдерді зерттеу, 

олардың өзара әсерлесуі және қасиеттері туралы түсінігімізді кеңейтеді. 

Теориялық зерттеулерден алынған іргелі білім ұзақ мерзімді құндылыққа ие 

және әртүрлі ғылыми және технологиялық бағыттарда қолданылуы мүмкін. 

  

Қорытындылай келе, диссертациялық жұмысты орындау барысында 

көрсеткен барлық көмектері үшін ғылыми жетекшім ҚР ҰҒА академигі, физика-

математика ғылымдарының докторы, профессор Ратбай Мырзакуловқа, 

шетелдік ғылыми жетекшім Дуглас Сиглетонға және диссертациялық жұмысты 

талқылауға ат салысқан Л.Н. Гумилев атындағы Еуразия ұлттық университетінің 

жалпы және теориялық физика кафедрасының профессор-оқытушылар 

құрамына өз алғысымды білдіремін. 
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